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5
éÇÏÒØ æ£ÄÏÒÏ×ÉÞ ûÁÒÙÇÉÎ(1937{2004)

æÏÔÏ

÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ� ÂÙÌÁ �ÏÍÅÝÅÎÁ ÓÔÁ-ÔØÑ é. æ. ûÁÒÙÇÉÎÁ �îÕÖÎÁ ÌÉ × ÛËÏÌÅ 21-ÇÏ ×ÅËÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ?� üÔÏ | ÏÄÎÁ ÉÚ�ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔ, ËÏÔÏÒÕÀ ÅÍÕ ÄÏ×ÅÌÏÓØ Õ×ÉÄÅÔØ: 12 ÍÁÒÔÁ 2004 ÇÏÄÁ × ÒÁÓ-�×ÅÔÅ Ó×ÏÅÇÏ ÑÒÞÁÊÛÅÇÏ ÔÁÌÁÎÔÁ ÕÛÅÌ ÉÚ ÖÉÚÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÅÊÛÉÈ Ô×ÏÒ-�Ï× çÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÂÏÒ�Ï× ÚÁ ÒÁÓ�×ÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ. üÔÁ ÕÔÒÁÔÁÎÅ×ÏÓ�ÏÌÎÉÍÁ.óÔÁÔØÑ ûÁÒÙÇÉÎÁ × ÎÁÛÅÍ ÖÕÒÎÁÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÁ ËÏ ×ÓÅÍÕ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓÔ×Õ, É ÏÎÏÓÁÍÏ ×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ × Î£Í, ËÁË ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÌÉ�Ï. ðÒÉ×ÅÄÕ ÏÓÏÂÏ �ÏÒÁÚÉ×ÛÉÊ ÍÅÎÑÏÔÒÙ×ÏË: �éÓÔÏÒÉÑ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓÔ×Á �ÉÛÅÔÓÑ × ÔÒÅÈ ËÎÉÇÁÈ. üÔÏ éÓÔÏÒÉÑ ÷ÒÁÖÄÙ,ÉÓÔÏÒÉÑ ×ÏÊÎ, ÒÅ×ÏÌÀ�ÉÊ, ÍÑÔÅÖÅÊ É ÂÕÎÔÏ×. éÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔØÀ ÓËÌÁÄÙ-×ÁÅÔÓÑ éÓÔÏÒÉÑ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×Á. üÔÏ éÓÔÏÒÉÑ ìÀÂ×É. åÅ �ÉÛÅÔ éÓËÕÓÓÔ×Ï. é ÜÔÏéÓÔÏÒÉÑ ÍÙÓÌÉ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ. éÓÔÏÒÉÑ çÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÉÓÔÏÒÉÀíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(5{10)



6ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÍÙÓÌÉ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÉÚÄÁ×ÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÍÏÝ-ÎÙÈ ÍÏÔÏÒÏ×, Ä×ÉÇÁÀÝÉÈ ÜÔÕ ÍÙÓÌØ.�. . . ñ ÄÏÌÇÏ ÕÇÏ×ÁÒÉ×ÁÌ éÇÏÒÑ æ£ÄÏÒÏ×ÉÞÁ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ ÄÌÑ ÖÕÒÎÁÌÁ, ÁÏÎ ×Ó£ ÏÔËÁÚÙ×ÁÌÓÑ, ÓÓÙÌÁÑÓØ ÎÁ ÎÅÉÍÏ×ÅÒÎÕÀ ÚÁÎÑÔÏÓÔØ. é ×Ó£ ÖÅ ÏÎ ÎÁ�ÉÓÁÌÅÅ. ëÏÇÄÁ ÏÎ ÅÅ �ÒÉÎÅÓ, ×ÓÅ ÍÙ �ÏÎÑÌÉ, ÞÔÏ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÍÅÎÑÔØ × ÎÅÊ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏÓÌÏ×Á, ÏÓÔÁ×É× ÅÅ ÎÅ�ÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÎÏÊ. ñ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ Ó Á×ÔÏÒÏÍ ÜÔÏÇÏÓÔÒÁÓÔÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÍÎÏÇÉÅ É ÍÎÏÇÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ É ÎÁÛÅÊ ÎÁÕËÉ, É ÓÁÍÏÊ ÎÁÛÅÊÖÉÚÎÉ, É ÓÔÁÌ ÇÏÔÏ×ÉÔØ �ÉÓØÍÅÎÎÙÊ ÔÅËÓÔ ËÁË ÚÁÎÁÞËÕ ÄÌÑ ÂÕÒÎÏÊ ÄÉÓËÕÓÓÉÉÓ ÎÉÍ �Ï ×ÓÅÍ ÜÔÉÍ �ÒÏÂÌÅÍÁÍ. îÏ ÏÂÓÕÄÉÔØ ×Ó£ ÜÔÏ ÔÁË É ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ. úÄÅÓØÎÅÕÍÅÓÔÎÏ ×ÓÔÕ�ÁÔØ × Ó�ÏÒÙ, ÓËÁÖÕ ÔÏÌØËÏ ÏÂ ÏÄÎÏÍ, É ÄÕÍÁÅÔÓÑ, ÚÄÅÓØ Ñ ÍÏÇ ÂÙÎÁÊÔÉ ÓÏÇÌÁÓÉÅ Ó Á×ÔÏÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÓÅÇÄÁ ÇÏÒÑÞÏ ÏÔÓÔÁÉ×ÁÌ Ó×ÏÀ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ:Ñ �ÒÅÄÌÁÇÁÌ × Ó×ÏÅÍ �ÉÓØÍÅ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÒÁÍËÉ ��ÅÒ×ÏÊ éÓÔÏÒÉÉ þÅÌÏ×ÅÞÅÓÔ×Á�,ÚÁÍÅÎÉ× ÓÌÏ×Á �éÓÔÏÒÉÑ ÷ÒÁÖÄÙ� ÓÌÏ×ÁÍÉ �éÓÔÏÒÉÑ âÏÒØÂÙ�.�ÁËÁÑ ÚÁÍÅÎÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÚ×ÁÔØ ÓÁÍÏÇÏ éÇÏÒÑ æ£ÄÏÒÏ×ÉÞÁ ÔÅÍ ÞÅÌÏ×ÅËÏÍ,ËÏÔÏÒÙÊ ×�ÉÓÁÌ ÎÅÚÁÂÙ×ÁÅÍÙÅ ÓÔÒÁÎÉ�Ù × ÌÅÔÏ�ÉÓÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �éÓÔÏÒÉÊ þÅÌÏ-×ÅÞÅÓÔ×Á�.ïÎ ÂÙÌ ÓÔÒÁÓÔÎÙÍ âÏÒ�ÏÍ, É ÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ ÎÅÉÓÞÉÓÌÉÍÙÅ �ÏÄÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ. ÷ÏÔ ÏÄÉÎ ÔÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒ. ÷ ÓÅÎÔÑÂÒÅ 1997 ÇÏÄÁ ûÁÒÙÇÉÎ �ÉÛÅÔ ÑÒÏÓÔ-ÎÏÅ �ÉÓØÍÏ �ðÒÅÚÉÄÅÎÔÕ òÏÓÓÉÉ åÌØ�ÉÎÕ â. î.�, ÇÄÅ ÏÎ ÄÅÌÁÅÔ �Ï�ÙÔËÕ ÏÂÒÁÔÉÔØåÌØ�ÉÎÁ × Ó×ÏÀ ×ÅÒÕ. ðÉÓØÍÏ ÓÏÈÒÁÎÉÌÏÓØ × ÍÏÅÍ ÁÒÈÉ×Å. ïÎÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×Á-ÍÉ: �ðÒÏÂÌÅÍÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ × ÍÏÅÍ �ÉÓØÍÅ, ÍÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÷ÁÍ ÎÅ-ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ, ÎÏ Ñ ÇÌÕÂÏËÏ ÕÂÅÖÄÅÎ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅÒÁÚ×ÉÔÉÅ òÏÓÓÉÉ. òÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÒÏÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ [: : : ℄ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ òÏÓÓÉÉ.� ÷ �ÉÓØÍÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ,ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ËÒÁÊÎÅÊ ÓÔÁÄÉÉ ÜÍÏ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÑ: �ÓÎÉÖÅÎÉÅ ÕÒÏ×-ÎÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ | �ÒÑÍÁÑ ÕÇÒÏÚÁ ÎÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ,ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÏÊ, ×ÏÅÎÎÏÊ É �ÒÏÞÅÊ; ÓÅÇÏÄÎÑ × òÏÓÓÉÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ, ÎÁÞÁ×ÛÁÑÓÑÅÝÅ × ËÏÎ�Å 70-È ÇÏÄÏ× ÄÅÇÒÁÄÁ�ÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÒÉÞÅÍ ÎÁ×ÓÅÈ ÜÔÁÖÁÈ É ×Ï ×ÓÅÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ; ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÎÅ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÄÌÑÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÞÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ "ÂÒÅÄ\; × ÓÒÅÄÎÅÊÛËÏÌÅ �ÏÄ ÌÏÚÕÎÇÁÍÉ ÇÕÍÁÎÉÚÁ�ÉÉ É ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÉÚÁ�ÉÉ ÉÄÅÔ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ÎÁÓÔÕ�ÌÅ-ÎÉÅ ÎÁ ÔÏÞÎÙÅ ÎÁÕËÉ; ÉÄÅÔ ÒÁÚÒÕÛÅÎÉÅ ÔÒÁÄÉ�ÉÊ ÒÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.� éÇÏÒØ æ£ÄÏÒÏ×ÉÞ ÓÔÁÒÁÌÓÑ ×ÙÓÔÕ�ÁÔØ ÚÁÝÉÔÎÉËÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÏÇÏ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ×ÓÅÍÉ ÄÏÓÔÕ�ÎÙÍÉ ÅÍÕ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ.÷ éÓÔÏÒÉÀ ìÀÂ×É ûÁÒÙÇÉÎÙÍ ×�ÉÓÁÎÙ ÅÇÏ �ÏÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÅ ËÎÉÇÉ, ÇÄÅ ÇÌÁ×-ÎÏÊ ÇÅÒÏÉÎÅÊ, �ÒÅÄÍÅÔÏÍ ×ÏÓÈÉÝÅÎÉÑ É ×ÏÓÔÏÒÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ çÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÏÔ ÓÔÒÏ-ËÉ, �ÒÏÓÌÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÅÇÏ ÌÀÂÉÍÙÊ �ÒÅÄÍÅÔ: �çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÅÓÔØ ÆÅÎÏÍÅÎ ÏÂÝÅÞÅ-ÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ; ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÔÁÒÛÅ, ÞÅÍ âÉÂÌÉÑ, ÏÎÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍÉ ÉÚ ÄÒÅ×ÎÅÊÛÉÈ �ÁÍÑÔÎÉËÏ× ÍÉÒÏ×ÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ; ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅ ÍÏ-ÖÅÔ �Ï-ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ÒÁÚ×É×ÁÔØÓÑ ËÕÌØÔÕÒÎÏ É ÄÕÈÏ×ÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÉÚÕÞÁÌ × ÛËÏÌÅÇÅÏÍÅÔÒÉÀ; ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ [: : : ℄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÒÅÄÓÔ×Ï ÄÌÑ ÎÒÁ×-ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÏÓ�ÉÔÁÎÉÑ ÞÅÌÏ×ÅËÁ� | ÔÁËÉÍÉ ×ÏÓÔÏÒÖÅÎÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÎÁ�ÏÌÎÅÎÙÔÅËÓÔÙ ÛÁÒÙÇÉÎÓËÉÈ ÓÔÁÔÅÊ É ËÎÉÇ.ïÔÄÅÌØÎÁÑ ÔÅÍÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ, | ûÁÒÙÇÉÎ | Ô×ÏÒÅ�çÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÅÓÒÁ×ÎÅÎÎÙÊ ëÏÍ�ÏÚÉÔÏÒ, ÓÏÚÄÁÔÅÌØ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.



éÇÏÒØ æ£ÄÏÒÏ×ÉÞ ûÁÒÙÇÉÎ 7íÙ ÂÙÌÉ ÄÒÕÚØÑÍÉ ÎÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ �ÑÔÉÄÅÓÑÔÉ ÌÅÔ, É Ñ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÉÍ ÏÂÑÚÁÎÅÍÕ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔ ÎÅÇÏ Ñ ×�ÅÒ×ÙÅ ÕÓÌÙÛÁÌ �ÒÅËÒÁÓÎÏÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ âÒÏÄ-ÓËÏÇÏ Ï ÓÍÙÓÌÅ ÓÁÍÏÊ ÖÉÚÎÉ: �îÅ × ÔÏÍ ÓÕÔØ ÖÉÚÎÉ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÅÓÔØ, Á × ×ÅÒÅ × ÔÏ,ÞÔÏ × ÎÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ.� üÔÏÊ ×ÅÒÏÊ ÂÙÌÁ ÎÁ�ÏÌÎÅÎÁ ÖÉÚÎØ éÇÏÒÑ æ£ÄÏÒÏ×ÉÞÁûÁÒÙÇÉÎÁ. ÷. í. �ÉÈÏÍÉÒÏ×



8 îÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× ÏÂ é. æ.ûÁÒÙÇÉÎÅïÄÉÎ ÍÕÄÒÅ� ÓËÁÚÁÌ: �÷ÙÓÛÅÅ �ÒÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÄÕÈÁ | ÜÔÏ ÒÁÚÕÍ. ÷ÙÓÛÅÅ �ÒÏ-Ñ×ÌÅÎÉÅ ÒÁÚÕÍÁ | ÜÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ëÌÅÔËÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ïÎ ÔÁËÖÅ ÎÅÉÓÞÅÒ�ÁÅÍ, ËÁË É ÷ÓÅÌÅÎÎÁÑ. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ | ÄÕÛÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ðÏÚÎÁÊÔÅÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, É ×Ù ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÏÚÎÁÅÔÅ ÄÕÛÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ É ×ÏÚ×ÙÓÉÔÅ Ó×ÏÀ ÄÕ-ÛÕ.� üÔÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ éÇÏÒØ æÅÄÏÒÏ×ÉÞ ûÁÒÙÇÉÎ ÎÁÞÁÌ Ó×ÏÊ ËÕÒÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ÛËÏÌÙ, �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÄÏ ËÏÎ�Á ÚÁ×ÅÒÛÅÎÎÙÊ ËÒÕ�ÎÙÊ �ÒÏÅËÔ × Ó×Ï-ÅÊ ÖÉÚÎÉ. ðÏÔÏÍ �Ï ÓÅËÒÅÔÕ ÇÏ×ÏÒÉÌ, ÓÍÅÑÓØ: �äÏÌÇÏ ÉÓËÁÌ Ü�ÉÇÒÁÆ, É ÎÅ ÎÁÛÅÌÎÉÞÅÇÏ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ. ðÒÉÛÌÏÓØ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÓÅÂÑ × ÍÕÄÒÅ�Ù.� óÁÍÏÉÒÏÎÉÑ, ÚÁËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓËÒÙ×ÁÌÏÓØ �ÏÎÉÍÁÎÉÅ Ó×ÏÅÊ ÒÏÌÉ É Ó×ÏÅÇÏ ÉÓÔÉÎÎÏÇÏÍÁÓÛÔÁÂÁ. îÙÎÅ ÖÉÚÎØ ×Ó£ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÌÁ �Ï ÍÅÓÔÁÍ É ÓÌÏ×Á �ÏÄÉÎ ÍÕÄÒÅ� ÓËÁÚÁÌ�ÍÏÖÎÏ �ÉÓÁÔØ ÂÅÚ ËÁ×ÙÞÅË. õ×Ù. . .éÎÏÇÄÁ ËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÎ �ÒÉÛÅÌ × ÎÁÛÕ ÖÉÚÎØ ÄÁÖÅ ÎÅ ÉÚ XIX ×ÅËÁ, Á ÉÚ×ÒÅÍÅÎ Å×ÒÏ�ÅÊÓËÏÇÏ òÅÎÅÓÓÁÎÓÁ, ÉÚ ÉÔÁÌØÑÎÓËÏÇÏ ë×ÁÔÒÁÞÅÎÔÏ, ÉÚ �ÒÅËÒÁÓÎÏ-ÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÜÎ�ÉËÌÏ�ÅÄÉÓÔÏ× É ÕÞÅÎÙÈ-ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÏ×. ëÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ×ÏÔ ÓÅÊÞÁÓ ÏÎÒÁÚÇÏ×ÁÒÉ×ÁÅÔ Ó ÔÏÂÏÊ, Á ÍÉÎÕÔÕ ÎÁÚÁÄ ÔÁË ÖÅ ÚÁ�ÒÏÓÔÏ ÏÂÓÕÖÄÁÌ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ�ÒÏÂÌÅÍÕ ÓÏ ó�ÉÎÏÚÏÊ ÉÌÉ Ó äÅÚÁÒÇÏÍ. çÅÏÍÅÔÒÉÀ ÏÎ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÌ ÎÅ ÉÎÁÞÅ, ËÁËÓÏÓÔÁ×ÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÉÒÏ×ÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ, ËÁË ÇÌÁ×ÎÙÊ ÓÔÅÒÖÅÎØ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔ ÄÒÅ×-ÎÅÊ É ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÕËÉ. �÷. é. áÒÎÏÌØÄ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ | ÜÔÏ ÞÁÓÔØÆÉÚÉËÉ. á Ñ ÄÏ�ÏÌÎÑÀ: ÆÉÚÉËÁ | ÞÁÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ!� üÔÏ ÅÇÏ ÉÄÅÑÍ Ï Ó×ÑÚÉ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÉ É ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ Á�ÌÏÄÉÒÏ×ÁÌ ÎÅÄÁ×ÎÏ ËÏ�ÅÎÇÁÇÅÎÓËÉÊ ËÏÎÇÒÅÓÓ�Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ: �çÅÏÍÅÔÒÉÑ | ÎÅÏÔßÅÍÌÅÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÉÒÏ×ÏÊÓÏËÒÏ×ÉÝÎÉ�Ù ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÍÙÓÌÉ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÔÁÒÛÅ, ÞÅÍâÉÂÌÉÑ. åÓÌÉ ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅ ÓÌÙÛÁÌ Ï íÏÎÅ ìÉÚÅ, ÉÌÉ ÎÅ ÚÎÁÅÔ, ÇÄÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ðÁÒÆÅ-ÎÏÎ, ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ËÕÌØÔÕÒÎÙÍ ÞÅÌÏ×ÅËÏÍ? á ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÚÎÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÙðÉÆÁÇÏÒÁ, ÉÌÉ �ÒÏÂÌÅÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÙ ËÒÕÇÁ?� ó×ÏÉ ËÎÉÖËÉ É ÓÔÁÔØÉ Ï ÔÁËÏÍ�ÓÕÈÏÍ� É ÁËÁÄÅÍÉÞÎÏÍ ÛËÏÌØÎÏÍ �ÒÅÄÍÅÔÅ, ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, éÇÏÒØ æÅÄÏÒÏ×ÉÞÎÅÉÚÍÅÎÎÏ ÎÁ�ÏÌÎÑÌ ÍÙÓÌÑÍÉ ×ÅÌÉËÉÈ ÆÉÌÏÓÏÆÏ× �ÒÏÛÌÏÇÏ, �ÉÔÁÔÁÍÉ ÉÚ ×Ù-ÓÏËÏÊ �ÏÜÚÉÉ, ÒÅ�ÒÏÄÕË�ÉÑÍÉ ËÁÒÔÉÎ ÉÔÁÌØÑÎÓËÉÈ É ÇÏÌÌÁÎÄÓËÉÈ ÖÉ×Ï�ÉÓ�Å×.é ÜÔÏ, �Ï×ÅÒØÔÅ, ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÉ ÓÁÍÏÒÅËÌÁÍÏÊ, ÎÉ ×Ù�ÑÞÉ×ÁÎÉÅÍ Ó×ÏÅÊ ÜÒÕÄÉ�ÉÉ(× ÜÔÏÍ ÅÇÏ ÍÎÏÇÉÅ ÏÂ×ÉÎÑÌÉ (ÚÁ ÇÌÁÚÁ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ). óËÁÖÅÍ: ÒÁÂÏÞÁÑ ÔÅÔÒÁÄØ�Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ 6 ËÌÁÓÓÁ | �ÒÉ ÞÅÍ ÔÕÔ ÓÔÉÈÉ óÅ×ÅÒÑÎÉÎÁ, âÒÏÄÓËÏÇÏ É ËÁÒ-ÔÉÎÙ ëÁÒÁÍÂÏÌÑ?!). îÏ ÏÎ �ÒÏÓÔÏ ÂÙÌ ÕÂÅÖÄÅÎ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË ÎÕÖÎÏ �ÉÓÁÔØ ÏÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, É �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ ÎÅÌØÚÑ. ðÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÎÁ | çÅÏÍÅÔÒÉÑ | ÔÅ ÖÅ ÓÔÉÈÉ ÉËÁÒÔÉÎÙ, ÔÏÌØËÏ ×ÙÒÁÖÅÎÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÞÅÒÔÅÖÅÊ É ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.üÔÏÔ ÔÅËÓÔ Ñ �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÌ ÔÒÉÖÄÙ. é ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÕÍÂÕÒ, ÎÁÂÏÒÏÔÒÙ×ÏÞÎÙÈ ×ÏÓ�ÏÍÉÎÁÎÉÊ. îÁ×ÅÒÎÏÅ, ÜÔÏ ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ. åÓÌÉ ÂÙ ×ÁÓ �Ï�ÒÏÓÉÌÉ ÎÁÏÄÎÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Å ÉÚÌÏÖÉÔØ Ó×ÏÉ ×ÏÓ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ Ï ÂÏÌØÛÏÊ É ÓÁÍÏÂÙÔÎÏÊ ÓÔÒÁÎÅ,ÇÄÅ ×Ù �ÒÏ×ÅÌÉ ÍÎÏÇÉÅ ÇÏÄÙ, ÔÏ, ×ÉÄÉÍÏ, ÔÏÖÅ �ÏÌÕÞÉÌÓÑ ÂÙ �ÓÕÍÂÕÒ ×ÍÅÓÔÏÍÕÚÙËÉ�. ðÏÜÔÏÍÕ Ñ ÚÁÒÁÎÅÅ �ÒÏÛÕ �ÒÏÝÅÎÉÑ Õ ÞÉÔÁÔÅÌÑ É ÎÁÞÎÕ ×Ó�ÏÍÉÎÁÔØ.1997 ÇÏÄ. äÉÓËÕÓÓÉÑ ÓÒÅÄÉ ÕÞÉÔÅÌÅÊ É ÍÅÔÏÄÉÓÔÏ× ÏÂ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.ïÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ, ËÁË Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÇÕÒÁ. ûÁ-ÒÙÇÉÎ: �åÓÔØ ×ÅÝÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÕÞÛÅ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ×ÏÏÂÝÅ. ðÏÔÏÍÕ ÞÔÏ, ËÁË ÎÉÏ�ÒÅÄÅÌÉÛØ, ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ ÔÏ. åÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ | ÜÔÏ ÞÁÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔÉ,



éÇÏÒØ æ£ÄÏÒÏ×ÉÞ ûÁÒÙÇÉÎ 9ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊÓÑ ËÒÉ×ÏÊ, ÔÏ ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ËÒÉ×ÁÑ, É�ÏÞÅÍÕ ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÞÁÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÎÅ Ä×Å? ÷ÓÅ ÜÔÏ Õ×ÅÄÅÔÓÌÉÛËÏÍ ÄÁÌÅËÏ × ÎÁÕËÕ Ï ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ËÒÉ×ÙÈ. á ÅÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏÞÅË, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï | ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÆÉÇÕÒÁ? é ËÏ×ÅÒóÅÒ�ÉÎÓËÏÇÏ? ðÒÅÄÌÁÇÁÀ ÌÕÞÛÅ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÆÉÇÕÒÁ { ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÆÉÇÕÒÕ!�1996 ÇÏÄ, ËÏÎÅ� ÍÁÑ, ÍÙ ÓÔÏÉÍ ÎÁ ÂÁÌËÏÎÅ ÅÇÏ Ë×ÁÒÔÉÒÙ, ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ ËÁ-ËÕÀ-ÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞËÕ. ðÑÔÎÁÄ�ÁÔÙÊ ÜÔÁÖ, �ÏÄ ÎÁÍÉ ÂÕÛÕÅÔ ÒÁÎÎÅÅÌÅÔÏ. éÇÏÒØ æÅÄÏÒÏ×ÉÞ �ÒÏÓÉÔ ÍÅÎÑ ÓßÅÚÄÉÔØ × ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï, �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÇÒÁÎ-ËÉ ËÎÉÇÉ. òÁÂÏÔÁ ÚÁÊÍÅÔ �ÅÌÙÊ ÄÅÎØ. ðÙÔÁÀÓØ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ, ÓÏÓÌÁ×ÛÉÓØ ÎÁ ÔÏ,ÞÔÏ �ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ� ÎÁÞÁÌÁÓØ ÓÅÓÓÉÑ, É Õ ÍÅÎÑ �ÏÓÌÅÚÁ×ÔÒÁ ÜËÚÁÍÅÎ. �äÁ,� | ÓËÁÚÁÌéÇÏÒØ æÅÄÏÒÏ×ÉÞ �ÅÞÁÌØÎÏ: �×Ó£ × ÎÁÛÅÊ ÖÉÚÎÉ �ÒÉÈÏÄÉÔ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ. óÅÓÓÉÑ. . .ìÅÔÏ. . . óÔÁÒÏÓÔØ, �ÅÎÓÉÑ, ÂÏÌÅÚÎÉ. . . � ïÔ ÜÔÉÈ ÓÌÏ× Õ ÍÅÎÑ | ÍÏÒÏÚ �Ï ËÏÖÅ.1996 ÇÏÄ. ðÏÄÇÏÔÏ×ËÁ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× óÏÒÏÓÏ×ÓËÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ. ûÁÒÙÇÉÎ | ÇÌÁ×-ÎÙÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÒ É ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÚÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÁÒÉÁÎÔÁ. îÕÖÎÙ ÚÁÄÁÞÉ. ïÔ-ÂÏÒ Õ éÇÏÒÑ æÅÄÏÒÏ×ÉÞÁ ÂÙÌ ÖÅÓÔÏÞÁÊÛÉÊ. ðÒÅÄÌÁÇÁÅÛØ 10 ÚÁÄÁÞ, ÏÎ ÂÅÒÅÔ ÉÚÎÉÈ × ÌÕÞÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ 2{3. �ÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ: ÚÁÄÁÞÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉ, ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÏ ÏÆÏÒÍÌÅÎÁ, Á ÓÁÍÏÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ | ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÁ ÎÏ×ÕÀÓ×ÅÖÕÀ ÉÄÅÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÎÉ × ËÁËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÁÓØ. úÁÄÁ-ÞÉ, ÒÅÛÁÅÍÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÎÙÍÉ �ÒÉÅÍÁÍÉ, ÏÔÍÅÔÁÌÉÓØ ÓÒÁÚÕ. ��ÙÖÅ ÕÞÅÎÙÊ! ðÏÒÏÊÓÑ × Ó×ÏÅÊ ÎÁÕËÅ! ìÕÞÛÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÓÅÇÄÁ �ÒÉÈÏÄÑÔ ÉÚ ÎÁÕËÉ, ÁÎÅ �ÒÉÄÕÍÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÏ.� ðÏÒÙÌÓÑ, ÎÁÛÅÌ. îÅÓÕ. �ðÏ ËÒÕÇÕ ÒÁÓÔÕÔ 199ÄÅÒÅ×ØÅ×, ×ÓÅ | ÒÁÚÎÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁ. íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÙÑÓÎÉÔØ ×ÏÚÒÁÓÔ 12 ÄÅÒÅ×ØÅ× ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÎÁÊÔÉ ÄÅÒÅ×Ï, ÓÔÁÒÛÅÅ ÏÂÏÉÈ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ (ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á)�.ûÁÒÙÇÉÎ ÄÏÌÇÏ ÉÚÕÞÁÌ ÚÁÄÁÞÕ É ÒÅÛÅÎÉÅ. éÄÅÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÎÏ×ÏÊ É Ó×ÅÖÅÊ. �úÁ-ÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ! îÏ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÁÑ �ÏÄÁÞÁ ÎÉËÕÄÁ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ! îÁÄÏ ÂÙ �ÒÉÄÕÍÁÔØÔÅËÓÔ �ÏÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ.� ðÏÓÌÅ �ÅÌÏÇÏ ÄÎÑ ÍÕÞÅÎÉÊ Õ ÎÁÓ ÒÏÄÉÌÁÓØ ×ÅÒÓÉÑ �ÒÏ ËÏÒÏ-ÌÑ, ÖÉ×ÕÝÅÇÏ × ÏÄÎÏÍ ÓÌÁÂÏÒÁÚ×ÉÔÏÍ �ÁÒÓÔ×Å-ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌ ÂÏÒØ-ÂÕ Ó ËÏÒÒÕ��ÉÅÊ É ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÚÄÕÍÁÌ ÎÁËÁÚÁÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ó×ÏÉÈ 199 ÍÉÎÉÓÔÒÏ×.çÌÁ×ÎÏÇÏ ËÏÒÒÕ��ÉÏÎÅÒÁ ÒÅÛÉÌÉ ÉÓËÁÔØ ÔÁË: ÕÓÁÄÉÔØ ×ÓÅÈ ÍÉÎÉÓÔÒÏ× ÚÁ ËÒÕÇ-ÌÙÊ ÓÔÏÌ, É ×ÙÑÓÎÉÔØ, Õ ËÏÇÏ ÓËÏÌØËÏ ÄÅÎÅÇ ÎÁ ÓÞÅÔÁÈ × ÂÁÎËÅ. �ÏÇÏ, ËÔÏ ÂÏÇÁÞÅÏÂÏÉÈ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ �Ï ÓÔÏÌÕ ÏÂßÑ×ÌÑÀÔ ÇÌÁ×ÎÙÍ ×ÚÑÔÏÞÎÉËÏÍ-�ÏÂÏÒÏÔÎÅÍ�. îÁ-ÍÅËÉ ÎÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �ÏÌÉÔÉËÏ× ÂÙÌÉ ÎÁÓÔÏÌØËÏ �ÒÏÚÒÁÞÎÙ, ÞÔÏ éÇÏÒØ æÅÄÏÒÏ×ÉÞÛÕÔÉÌ, ÄÅÓËÁÔØ, �ÏÓÁÄÑÔ | ÎÅ �ÏÓÁÄÑÔ. îÏ ÜÔÏ, ËÁÖÅÔÓÑ, ÔÏÌØËÏ ÅÇÏ ÒÁÚÚÁÄÏÒÉ-×ÁÌÏ. ðÏÔÏÍ ÏÎ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌ, ËÁË × ÄÅÎØ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ ÅÍÕ Ú×ÏÎÉÌÉ ÉÚ �ÒÏ×ÉÎ�ÉÉ,ËÔÏ | Ó ×ÏÓÈÉÝÅÎÉÅÍ (�íÏÌÏÄ�Ù! óÍÅÌÙÅ ÌÀÄÉ, ÔÁË ÄÅÒÖÁÔØ!�), ËÔÏ | Ó ÎÅÇÏ-ÄÏ×ÁÎÉÅÍ (�÷Ù ÞÔÏ ÔÁÍ × íÏÓË×Å, Ó ÕÍÁ �ÏÓÈÏÄÉÌÉ? äÒÕÇÉÈ ÔÅÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ ÎÅÂÙÌÏ? åÓÌÉ ÇÕÂÅÒÎÁÔÏÒ ÕÚÎÁÅÔ, ÎÁÍ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÕ �ÒÉËÒÏÀÔ!�). îÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÜÔÏÂÙÌÏ ÎÅ �ÅÒ×ÏÅ ÏÚÏÒÓÔ×Ï ûÁÒÙÇÉÎÁ ÎÁ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ. úÁ ÇÏÄ ÄÏ ÔÏÇÏ Ñ �ÒÉÎÅÓ ÅÍÕÚÁÄÁÞÕ Ï ÍÁÌØÞÉËÅ, �ÏÓÔÕ�ÁÀÝÅÍ × ÉÎÓÔÉÔÕÔ. éÇÏÒØ æÅÄÏÒÏ×ÉÞ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ: �äÁ-×ÁÊ ÓÄÅÌÁÅÍ �ÏÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ. îÁÚÏ×ÅÍ ÍÁÌØÞÉËÁ éÇÏÒØ, ÄÁÄÉÍ ÆÁÍÉÌÉÀ, ÓËÁÖÅÍ,é×ÁÎÏ×. é �ÕÓÔØ ÏÎ �ÏÓÔÕ�ÁÅÔ × äÉ�ÌÏÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ áËÁÄÅÍÉÀ.� úÁÄÁÞÁ ÔÁË É ÎÁ-ÞÉÎÁÌÁÓØ �÷Ù�ÕÓËÎÉË ÛËÏÌÙ éÇÏÒØ é×ÁÎÏ× ÍÅÞÔÁÌ ÓÔÁÔØ ÄÉ�ÌÏÍÁÔÏÍ. . . � äÅÔÉÏÔ ÄÕÛÉ ÓÍÅÑÌÉÓØ, �ÒÉÞÉÎÙ ÜÔÏÇÏ ÂÙÌÉ ÍÎÅ ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÑÓÎÙ. �ÏÌØËÏ �ÏÔÏÍ ÄÏÍÅÎÑ ÄÏÛÌÏ, ÞÔÏ éÇÏÒØ é×ÁÎÏ× | ÍÉÎÉÓÔÒ ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÙÈ ÄÅÌ òæ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ



10ÔÕÒÅ éÇÏÒØ æÅÄÏÒÏ×ÉÞ �ÒÉÄÕÍÙ×ÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ Ï ×ÙÂÏÒÁÈ × Ä×ÏÒÏ×ÙÊ �ÁÒÌÁÍÅÎÔ,ÇÄÅ ÂÙÌÏ 4 ÆÒÁË�ÉÉ: �îÁÛ ÄÏÍ�, �îÁÛÁ ÕÌÉ�Á�, �îÁÛ Ä×ÏÒ� É �îÁÛ �ÏÄßÅÚÄ�.÷ÓÅÇÄÁ ×ÏÓÈÉÝÁÌÁ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ûÁÒÙÇÉÎÁ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÖÉÚÎÅÎÎÏÊÓÉÔÕÁ�ÉÉ. ëÁË ÔÕÔ ÎÅ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ ÅÇÏ ÚÁÄÁÞÕ �ÒÏ ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙÅ ÛÁÒÙ, �ÒÏ ÔÒÉÛËÁÔÕÌËÉ × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ �ðÏÌÅ ÞÕÄÅÓ�, ÉÌÉ �ÒÏ ÍÉÌÌÉÏÎÅÒÁ �ÁÒÁÓÁ áÒÔ£ÍÏ×Á, ËÏ-ÔÏÒÙÊ �ÒÉ ÏÂÍÅÎÅ ÄÅÎÅÇ �ÒÉÎÅÓ × ÓÂÅÒËÁÓÓÕ 1991 ËÕ�ÀÒÕ. ðÏ ÅÇÏ ÚÁÄÁÞÁÍ ÍÏÖÎÏÉÚÕÞÁÔØ ÎÏ×ÅÊÛÕÀ ÉÓÔÏÒÉÀ òÏÓÓÉÉ.2000 ÇÏÄ. þÁÓÔÎÁÑ ÂÅÓÅÄÁ. �úÎÁÅÛØ, × ÞÅÍ ÇÌÁ×ÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ ÏÔÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÉ? îÅ × ÍÅÔÏÄÁÈ É ÎÅ × ÏÂßÅËÔÁÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. á × ÄÕÈÅ! äÕÈ �ÌÁ-ÎÉÍÅÔÒÉÉ | ÜÓÔÅÔÉÞÅÓËÉÊ. çÌÁ×ÎÏÅ × ÎÅÊ | ÉÓËÕÓÓÔ×Ï É ËÒÁÓÏÔÁ. á ÄÕÈ ÓÔÅÒÅÏ-ÍÅÔÒÉÉ | ÉÎÖÅÎÅÒÎÙÊ. ÷ ÎÅÊ ÇÌÁ×ÎÏÅ | ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ!�2001 ÇÏÄ. þÁÓÔÎÁÑ ÂÅÓÅÄÁ. �èÏÒÏÛÉÊ ÕÞÉÔÅÌØ | ÜÔÏ ÎÅ ÔÏÔ, ËÔÏ ×Ó£ ÚÎÁÅÔ, ÁÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÓÔÅÓÎÑÅÔÓÑ Ó×ÏÅÇÏ ÎÅÚÎÁÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ Õ ÈÏÒÏÛÉÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÕÞÅÎÉËÉÉÈ �ÅÒÅÒÁÓÔÁÀÔ.�2001 ÇÏÄ. þÁÓÔÎÁÑ ÂÅÓÅÄÁ. �ñ �ÏÎÉÍÁÀ, ÞÔÏ ÔÙ ÈÏÞÅÛØ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÓÅÒØÅÚÎÏÊÎÁÕËÏÊ, É ÜÔÁ ÛËÏÌØÎÁÑ ÅÒÕÎÄÁ ÔÅÂÅ ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÁ. îÏ ×ÅÄØ ÎÁÕËÁ | ×ÅÝØ Ï�ÁÓ-ÎÁÑ É ÖÅÓÔÏËÁÑ, ÍÏÖÎÏ ×ÓÀ ÖÉÚÎØ �ÒÏÖÉÔØ ÚÒÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÅÝÅÞÅÍ-ÔÏ, �ÒÏ ÚÁ�ÁÓ. þÔÏÂÙ �ÏÓÌÅ ÔÅÂÑ ÞÔÏ-ÔÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ, ÅÓÌÉ ÎÅ ×ÅÌÉËÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ,ÔÏ ÈÏÔØ ËÎÉÖËÉ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×.� ÷.à. ðÒÏÔÁÓÏ×
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ï ÎÁÕÞÎÏÍ ×ËÌÁÄÅ â. á. óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÏÊá. á. òÁÚÂÏÒÏ×åÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÊ, ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÏÂß£Í É Ô. Ä., ÎÁÕÞÎÏÅÎÁÓÌÅÄÉÅ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ �ÏËÁÖÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÂÏÌØÛÉÍ. ïÎÏ ×ËÌÀÞÁ-ÅÔ Ä×Å ËÒÁÔËÉÅ ÚÁÍÅÔËÉ × �äÏËÌÁÄÁÈ áî óóóò� [1, 2℄ (ÓÏÓÔÁ×É×ÛÉÅ, ÎÁÓËÏÌØËÏÍÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÏÓÎÏ×Õ ÅÅ ËÁÎÄÉÄÁÔÓËÏÊ ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ) É �ÁÒÕ ÓÔÁÔÅÊ, Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎ-ÎÙÈ × ËÏÎ�Å 1960-È ÕÖÅ �ÏÄ ÆÁÍÉÌÉÅÊ íÕÞÎÉË. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, �ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÂÏÔ óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÉÈ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×ÏÍ.íÏÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÅÓØÍÁ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔÓÑ ÔÅÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ Ï ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (Ë ËÏÔÏÒÏÊ É ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÒÁÂÏÔÙ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ) ÖÕÒÎÁÌÕÖÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ �ÉÓÁÌ × ÎÅÄÁ×ÎÅÍ �ÒÏÛÌÏÍ [3{5, 9℄. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, [4, Ó. 80℄ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ËÒÁÔËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÏÊ, É ÄÁÖÅ Ó ÎÁÂÒÏÓËÏÍÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ Ñ �ÒÏÓÔÏ �ÏÓÔÁÒÁÀÓØ ÄÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÍÅÓÔÅ, ÚÁÎÉÍÁÅÍÏÍ ÅÅ ÎÁÕÞÎÙÍÉ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑÍÉ × ÏÂÝÅÊ ËÁÒÔÉÎÅ.ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁ�ÏÍÎÉÔØ, Ï Þ£Í ×ÏÏÂÝÅ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ. ÷×ÉÄÕ ÎÁÌÉÞÉÑ×ÙÛÅÕ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ ÓÔÁÔÅÊ [3{5,9℄ Ñ ÂÕÄÕ �ÒÅÄÅÌØÎÏ ËÒÁÔÏË: �ÏÞÔÉ ×ÅÓØ ÍÁÔÅÒÉÁÌ,�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÚÄÅÓØ × ÓÖÁÔÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÜÔÉÈ ÓÔÁÔØÑÈ.�ÅÏÒÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÌÑ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÈ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×ÏÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÚÁÄÁÞÕ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : {0; 1}∗ −→ {0; 1} ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ Ä×Ï-ÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× × {0; 1}. ÷ÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÍÏÖÎÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {fn : {0; 1}n −→ {0; 1} | n = 1; 2; : : :}ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÂÙ×ÁÀÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ (ÍÁÛÉÎÙ �ØÀ-ÒÉÎÇÁ, ÍÁÛÉÎÙ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÄÏÓÔÕ�ÏÍ Ë �ÁÍÑÔÉ (RAM) É Ô. Ä.) É ÎÅÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÙÍÉ. ÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ (ËÏÎÅÞÎÏÅ) ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï M ÄÏÌÖÎÏ×ÙÞÉÓÌÑÔØ f(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x ×ÏÏÂÝÅ, Á × ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ | ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ nÉÍÅÅÔÓÑ Ó×ÏÅ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×ÏMn, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÅ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ fn. áÌÇÏ-ÒÉÔÍÙ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ É ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÈÏÒÏÛÏ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÔÒÁÎÓÌÉÒÕÀÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÉÈ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ × ÂÏÌØÛÏÍÞÉÓÌÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÜÔÉ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÍÏÄÅÌÅÊ ÍÏÖÎÏ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏ-ÂÏÊ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÍÉ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉÍÏÄÅÌÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕ-ÌÙ, Á ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ | ÒÁÚÍÅÒ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ËÁË ÞÉÓÌÏÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óÈÅÍÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÎÉÈ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ.÷ÁÖÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÁË ÓÈÅÍ ÔÁË É ÆÏÒÍÕÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(12{15)



ï ÎÁÕÞÎÏÍ ×ËÌÁÄÅ â. á. óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÏÊ 13ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ × ÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÂÁÚÉÓÏÍ; ÂÁÚÉÓ B �ÏÌÏÎ,ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ × �ÒÉÎ�É�Å �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÅÇÏÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ | ÜÔÏ ÂÁÚÉÓ B0 = {∨;&;−}. ïÔ ÚÁÍÅÎÙ ÏÄÎÏÇÏ�ÏÌÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÄÒÕÇÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ sizeB(f) ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅ B, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ [4, ÔÅÏÒÅÍÁ 7℄. ðÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÉÄÌÑ ÎÉÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÕÄÁÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ [4, ÚÁÄÁÞÁ 17℄,�ÒÉÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÖÅ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÏÊ [1℄ ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅÒÁÚÌÉÞÉÅ × �Ï×ÅÄÅÎÉÉ ÍÅÖÄÕ ÓÈÅÍÁÍÉ É ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏ É Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅ-ÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÏÄÎÉ �ÏÌÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÌÕÞÛÅ ÄÒÕÇÉÈ (Ô. Å. ÒÁÚÍÅÒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÕÌÅ×ÏÊÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ). éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë B0 ÆÕÎË�ÉÀ x ⊕ y ÓÌÏÖÅÎÉÑ × �ÏÌÅ F2 (Ô. Å. ��Ï ÍÏÄÕÌÀ 2�), ÔÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ x1 ⊕ : : :⊕ xn ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØÆÏÒÍÕÌÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n). óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÁÑ ÄÏËÁÚÁÌÁ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÓÉ-ÔÕÁ�ÉÑ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ, É ×ÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ B0,×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ x1 ⊕ : : : ⊕ xn, ÏÂÑÚÁÎÁ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÍÅÒ �n3=2, ÇÄÅ � > 0 | ÎÅËÏÔÏ-ÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. òÁÚ×É×ÁÑ ÜÔÉ ÉÄÅÉ, × [2℄ ÅÀ ÂÙÌ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊÆÁËÔ. éÍÅÎÎÏ, ìÕ�ÁÎÏ× ÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ × ËÏÎÔÅËÓÔÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÂÁÚÉÓ B0 ×ÏÏÂÝÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÙÍ �ÌÏÈÉÍ É ×ÓÑËÉÊ ÄÒÕÇÏÊ�ÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ B ÌÉÂÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ B0 ÌÉÂÏ (ËÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, B ∪ {⊕}) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÍ. âÅÌÌÅ áÂÒÁÍÏ×ÎÏÊ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÏÌÎÕÀ, ÜÌÅÇÁÎÔÎÕÀÉ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ÔÅÈ �ÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙ B0.÷Ó£, ÞÔÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ×ÙÛÅ �ÒÏ ÔÅÏÒÉÀ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÏÔÎÏÓÉÔÓÑË ÖÁÎÒÕ �÷ÚÇÌÑÄ ÉÚ 21 ×ÅËÁ�. ÷ ÎÁÞÁÌÅ 1960-È ÇÏÄÏ× ËÁÒÔÉÎÁ ×ÙÇÌÑÄÅÌÁ ÓÏ×ÓÅÍ�Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ. èÏÔÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ (× ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ) ÂÙÌÉ ÉÚ-×ÅÓÔÎÙ ÕÖÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÁ×ÎÏ, ËÏÎ�Å��ÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÔÏÌØËÏ ÎÁÞÉÎÁÌÁÚÁÒÏÖÄÁÔØÓÑ, É ÄÏ ÒÁÂÏÔ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌÉ ÚÁÌÏÖÅÎÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÓÎÏ×ÙÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÅÝÅ ÄÏÂÒÙÈ �ÑÔØ ÌÅÔ (Á ÄÏ ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ËÌÀÞÅ×ÏÊ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ��ÒÏÂÌÅÍÙ P ?= NP � | É ×ÓÅ ÄÅÓÑÔØ). �ÅÏÒÅ-ÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ (ÔÁËÉÈ, ËÁË ÓÈÅÍÙ, ÆÏÒÍÕÌÙ É ×ÅÓØÍÁ�Ï�ÕÌÑÒÎÙÅ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ �ËÏÎÔÁËÔÎÙÅ ÓÈÅÍÙ�) ÅÝÅ ÎÅ ÂÙÌÏ ÏÓÏÚÎÁÎÏ, É ÄÁÖÅ ÓÁÍÔÅÒÍÉÎ �ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ� (non-uniform) �ÏÑ×ÉÌÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏ �ÏÚÄÎÅÅ. óÈÅÍÙ É ÆÏÒ-ÍÕÌÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ Ó ÉÎÖÅÎÅÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ËÁË �ÒÏÔÏÔÉ�ÒÅÁÌØÎÙÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ �ÒÏÍÙÛÌÅÎÎÏÓÔÉ.�ÅÍ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÅÅ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ÆÏÎÅ × ÎÁÞÁÌÅ É ÓÅÒÅÄÉÎÅ 1960-È ÇÏÄÏ×ÑÒËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× × ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÚÁÌÏ-ÖÉ×ÛÉÈ ÏÓÎÏ×Ù ÄÌÑ ÅÅ ÂÕÒÎÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ × 1980-Å ÇÏÄÙ. òÁÂÏÔÙ óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÏÊÚÁÎÉÍÁÀÔ ×ÅÓØÍÁ ÄÏÓÔÏÊÎÏÅ ÍÅÓÔÏ × ÒÑÄÕ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, É �Ï ÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ ÏÎÉ×�ÏÌÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ íÁÒËÏ×Á [6℄ É îÅÞÉ�ÏÒÕËÁ [7℄.



14 á. á. òÁÚÂÏÒÏ×÷ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁÂÏÔÁÍ óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÏÊ ��Ï×ÅÚÌÏ� ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÂÏÔÁÍíÁÒËÏ×Á É îÅÞÉ�ÏÒÕËÁ | ÅÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÕÓÉÌÅÎ èÒÁ�-ÞÅÎËÏ [8℄, É ÓÅÊÞÁÓ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÆÏÒÍÕÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉx1 ⊕ : : :⊕ xn ÁÓÓÏ�ÉÉÒÕÅÔÓÑ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ Ó �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÒÁÂÏÔÏÊ. åÓÔØ, ÏÄÎÁËÏ, Ä×Á×ÁÖÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÈ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÒÁÂÏÔ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ,ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÎÅ ÂÙ É ÈÏÔÅÌÏÓØ ÚÁËÏÎÞÉÔØ Ó×ÏÀ ÚÁÍÅÔËÕ.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÓÏÂÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÅÀ Ó�ÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÊ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ÍÅÔÏÄ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË�. óÅÇÏ-ÄÎÑ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÈ, ÍÏÝÎÙÈ É ÛÉÒÏËÏ ÒÁÓ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÅÎÎÙÈ × ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (Á × �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ | É ×ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×). îÁÓËÏÌØËÏ ÍÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ×�ÅÒ-×ÙÅ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ×ÓÔÒÅÔÉÌÓÑ ÉÍÅÎÎÏ × [1℄.÷ÔÏÒÏÅ É �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÓÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÏÌ-ÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÈ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÁÔÏÊ ìÕ�ÁÎÏ×ÙÍ É ÓÒÁ×-ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁ×ÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÊ óÔÅ�ÅÎËÏ, þÅÒÕÈÉÎÙÍ É ðÅÒÑÚÅ×ÙÍ. üÔÁ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÁ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÅÄÕÇÁÄÁÌÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÎÄÅÎ�ÉÀ, ËÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÉÚÕÞÁÀÔ ÔÁË ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÍÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3, 5℄) É ÏÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÑÀÔÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ×Ï�ÒÏÓÁÍ ÏÂ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÁÑ â. á. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ × ÂÁÚÉÓÅ
∨;&;− // äáî óóóò, 1961. �. 136, �3. ó. 553{555.[2℄ óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÁÑ â. á. ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÏ× �ÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙÌÏÇÉËÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ // äáî óóóò, 1963. �. 149, �4. ó. 784{787.[3℄ òÁÚÂÏÒÏ× á. á. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ.�ÒÅÔØÑ ÓÅÒÉÑ. ÷Ù�. 3. 1999. ó. 127{141.[4℄ ÷ÅÒÅÝÁÇÉÎ î. ë., ûÅÎØ á. ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÓÈÅÍÙ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ. �ÒÅÔØÑ ÓÅÒÉÑ. ÷Ù�. 4. 2000. ó. 53{80.[5℄ ÷ÑÌÙÊ í. î. óÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×Å-ÝÅÎÉÅ. �ÒÅÔØÑ ÓÅÒÉÑ. ÷Ù�. 4. 2000. ó. 81{114.[6℄ íÁÒËÏ× á. á. ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ËÏÎÔÁËÔÎÏ-×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ Ä×ÕÈ�ÏÌÀÓÎÉËÁÈ ÄÌÑÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. îÁÕËÁ,1962. �. 8, ó. 117{121.(Eng. transl.: A. A. Markov, On minimal swit
hing-and-re
ti�er networks formonotone symmetri
 fun
tions, Problems of Cyberneti
s, vol. 8, 117{121 (1962).)[7℄ îÅÞÉ�ÏÒÕË ü. é. ïÂ ÏÄÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ // äáî óóóò, 1966. �. 169,�4. ó. 765{766.(Eng. transl.: E. I. Ne�
iporuk, On a Boolean fun
tion, Soviet Mathemati
s Doklady7:4, pages 999{1000.)
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÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ âÅÌÌÕ áÂÒÁÍÏ×ÎÕ

ä. â. æÕËÓìÅÔÏÍ 1980-ÇÏ ÇÏÄÁ Ñ �ÒÉÎÉÍÁÌ ÄÏÍÁ Ä×ÕÈ ÇÏÓÔÅÊ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅ ÂÙÌ ÄÏ ÔÏÇÏÚÎÁËÏÍ. ÷ÁÌÅÒÁ óÅÎÄÅÒÏ× É âÏÒÑ ëÁÎÅ×ÓËÉÊ, ÔÏÇÄÁ ÅÝÅ ÏÂÁ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÅ, �ÒÉÛÌÉËÏ ÍÎÅ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ Ï ÍÏÅÍ ÕÞÁÓÔÉÉ × �ÒÅÄ�ÒÉÑÔÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÅÓØÍÁ ÕÓ�ÅÛÎÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÕÖÅ Ä×Á ÇÏÄÁ: �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÌÅË�ÉÉ �Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÍÅÈÍÁÔÁ ÄÌÑ ÍÏÌÏ-ÄÙÈ ÌÀÄÅÊ, ÎÅÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÏÔ×ÅÒÇÎÕÔÙÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÊ �ÒÉÅÍÎÏÊ ËÏÍÉÓÓÉÅÊ.îÁÚ×ÁÎÉÑ �îÁÒÏÄÎÙÊ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ�, �å×ÒÅÊÓËÉÊ îÁÒÏÄÎÙÊ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ� �ÏÑ×É-ÌÉÓØ �ÏÚÖÅ1), ÈÏÔÑ ÞÔÏ �ÒÁ×ÄÁ, ÔÏ �ÒÁ×ÄÁ: ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÖÅÒÔ× ÜËÚÁÍÅÎÁ�ÉÏÎÎÏÊÉ �ÒÉÅÍÎÏÊ ËÏÍÉÓÓÉÊ íçõ ÓÏÇÒÅÛÉÌÉ ÉÍÅÎÎÏ × �ÑÔÏÍ �ÕÎËÔÅ. (óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ,ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÎÁÂÏÒÁ 80-ÇÏ ÇÏÄÁ, ËÏÔÏÒÙÍ Ñ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÌ, ÂÙÌÉ ÖÅÒÔ×ÁÍÉ ÔÏÌØËÏ ËÏÓ-×ÅÎÎÏ: ÜÔÏ ÂÙÌ ÇÏÄ ïÌÉÍ�ÉÁÄÙ, É ÌØÇÏÔÎÙÅ ÉÀÌØÓËÉÅ ÜËÚÁÍÅÎÙ × õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÉ �ÒÏÞÉÅ æÉÚÔÅÈÉ É íéæé ÂÙÌÉ ÏÔÍÅÎÅÎÙ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅÖÅÒÔ×Ù ÂÙÌÉ ÌÉÛÅÎÙ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÓÔÕ�ÌÅÎÉÑ × ÚÁ�ÁÓÎÙÅ ÉÎÓÔÉÔÕÔÙ �ÏÓÌÅ�ÒÏ×ÁÌÁ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔÅ; É ÏÎÉ, ÏÂÈÏÄÑ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, ÛÌÉ �ÏÓÔÕ�ÁÔØ × îÅÆÔÑÎÏÊ ÉÎ-ÓÔÉÔÕÔ (�ëÅÒÏÓÉÎËÕ�) ÉÌÉ íéé� (ËÕÄÁ �ÂÒÁÌÉ�) | ÎÉËÔÏ ÎÅ ÈÏÔÅÌ ÒÉÓËÏ×ÁÔØÏÔ�ÒÁ×ËÏÊ × áÆÇÁÎÉÓÔÁÎ.)�ðÒÏÆÅÓÓÏÒÓËÉÊ� ÓÏÓÔÁ× ÂÙÌ ÂÙÓÔÒÏ ÕËÏÍ�ÌÅËÔÏ×ÁÎ. ëÏÍÁÎÄÁ �ÏÄÏÂÒÁÌÁÓØÓÔÏÑÝÁÑ: áÌ£ÛÁ óÏÓÉÎÓËÉÊ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÌ ÁÌÇÅÂÒÕ (ÅÇÏ ÓÍÅÎÉÌ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ âÏÒÑæÅÊÇÉÎ), áÎÄÒÅÊ úÅÌÅ×ÉÎÓËÉÊ ×ÅÌ ÕÒÏËÉ ÁÎÁÌÉÚÁ, Á ÍÎÅ ÄÏÓÔÁÌÁÓØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ðÏÍÎÀ �ÅÒ×ÕÀ ÌÅË�ÉÀ áÎÄÒÅÑ: ÏÎ ÎÁ�ÉÓÁÌ ÎÁÄÏÓËÅ ÆÏÒÍÕÌÕ
∞∫

−∞

e−x2 dx = √�É ÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ×ÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÅÍÕÄÒÏÓÔØ:ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ, ÒÁÄÉËÁÌ, e; � É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ. ÷ÏÏÂÝÅ áÎÄÒÅÊ, ÎÅ ÉÍÅÑÏ�ÙÔÁ ÎÉ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÎÉ ÚÁÎÑÔÉÑ ÏÎÙÍ, �ÒÏÞÅÌ ÂÌÅÓÔÑÝÉÊ ËÕÒÓ; ÚÁ-�ÏÍÎÉÌÉÓØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÑÄÙ Ó ÓÅËÔÏÒÁÍÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ Ñ �ÒÅÖÄÅÎÅ ÉÍÅÌ ÎÉËÁËÏÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ. íÏÊ ËÕÒÓ ÂÙÌ ÂÏÌÅÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ, ÈÏÔÑ ÆÕÎËÔÏÒÙ Ñ××ÅÌ, �ÏÍÎÀ, ÎÁ ÔÒÅÔØÅÍ ÉÌÉ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ ÚÁÎÑÔÉÉ (Ñ �ÙÔÁÌÓÑ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÏ, ÞÅÇÏÎÅ �ÏÎÉÍÁÀ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ, ÈÏÔÑ ÜÔÏ É ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ: ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÍÅÖÄÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É ÅÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ ÚÁ×ÉÓÉÔ1)�ïÆÉ�ÉÁÌØÎÏÅ� ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ: �ëÕÒÓÙ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ Ë×ÁÌÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ÷íû�, ÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ. | òÅÄ.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(16{29)



÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ âÅÌÌÕ áÂÒÁÍÏ×ÎÕ 17ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó ×ÔÏÒÙÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ ÎÉ ÏÔ ÞÅÇÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ). ÷ÓÅÍÕÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÛÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÏÎÎÏÅ ÓÏÂÒÁÎÉÅ ÎÁ Ë×ÁÒÔÉÒÅ Õ âÅÌÌÙ óÕÂÂÏ-ÔÏ×ÓËÏÊ.O âÅÌÌÅ ÏÓÏÂÏ. íÙ ÕÞÉÌÉÓØ Ó ÎÅÊ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔÅ × ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Å, ÚÎÁÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕ-ÇÁ Ó 1955 ÇÏÄÁ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ÎÅ ÄÒÕÖÉÌÉ: ÄÒÕÖÉÔØ Ó âÅÌÌÏÊ ÂÙÌÏ ÎÅÌÅÇËÏ. îÅÒ×ÏÚÎÁÑ,ÛÕÍÎÁÑ, ÎÅÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔÅÌØÎÁÑ ËÏ ×ÓÅÍ, ÏÎÁ ÎÅ ×�ÉÓÙ×ÁÌÁÓØ ÎÉ × ËÁËÉÅËÏÍ�ÁÎÉÉ. îÁÛ ËÕÒÓ ÂÙÌ ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÙÍ (óÅÒ£ÖÁ îÏ×ÉËÏ×, ÷ÉÔÑ ðÁÌÁÍÏÄÏ×, çÁ-ÌÑ �ÀÒÉÎÁ, óÁÛÁ ïÌÅ×ÓËÉÊ, ÷ÏÌÏÄÑ úÏÒÉÞ, óÁÛÁ ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ× | ×ÓÅ Ó ÎÁÛÅÇÏËÕÒÓÁ), ÍÙ ×Ù�ÅÎÄÒÉ×ÁÌÉÓØ ÄÒÕÇ �ÅÒÅÄ ÄÒÕÇÏÍ É ÎÅ �ÏÄÏÚÒÅ×ÁÌÉ, ÞÔÏ ÕÇÌÏ×ÁÔÁÑ,ÓÕÅÔÌÉ×ÁÑ âÅÌÌÁ ÂÙÌÁ ÓÒÅÄÉ ÌÕÞÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ËÕÒÓÁ. ÷Ó�ÏÍÉÎÁÀÔÓÑ ×ÓÑËÉÅÓÍÅÛÎÙÅ ÉÓÔÏÒÉÉ. ìÅÔÏ 1957 ÇÏÄÁ. ÷ ÔÏ×ÁÒÎÙÈ ×ÁÇÏÎÁÈ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÏÔÅÎ ÕÎÉ-×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÁ �ÅÌÉÎÕ. ðÒÏ×ÏÄÙ, ×ÓÅ ×ÏÚÂÕ-ÖÄÅÎÙ, É ×ÄÒÕÇ | ËÔÏ ÜÔÏ?! | ÔÁË ÜÔÏ ÖÅ âÅÌÌÁ, ×ÅÒÉÔÅ ÉÌÉ ÎÅÔ, ÏÓÔÒÉÖÅÎÎÁÑÎÁÇÏÌÏ. C ÎÅÊ ÍÁÍÁ, òÅÂÅËËÁ å×ÓÅÅ×ÎÁ (ÏÔÅ� âÅÌÌÙ �ÏÇÉÂ ÎÁ ×ÏÊÎÅ). îÕ, ÍÎÏÇÉÈ�ÒÏ×ÏÖÁÌÉ ÍÁÍÙ, É ÍÅÎÑ ÔÏÖÅ, ÎÏ òÅÂÅËËÁ å×ÓÅÅ×ÎÁ ÎÅ �ÒÏ×ÏÖÁÌÁ âÅÌÌÕ, ÏÎÁÅÈÁÌÁ Ó ÎÁÍÉ ÎÁ �ÅÌÉÎÕ! îÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ �ÏÌÕÓÔÁÎËÅ Ë ÎÁÛÅÍÕ ×ÁÇÏÎÕ �ÏÄÏÛÅÌ ÓÕ-ÍÒÁÞÎÙÊ ËÏÍÓÏÍÏÌØÓËÉÊ ÒÁÂÏÔÎÉË: �A �ÏÞÅÍÕ ÍÁÍÁ ÅÄÅÔ?� îÁ ÜÔÏ òÅÂÅËËÁ å×ÓÅ-Å×ÎÁ ÄÏÓÔÁÅÔ ÉÚ ÓÕÍÏÞËÉ ËÏÍÓÏÍÏÌØÓËÕÀ �ÕÔÅ×ËÕ, ×Ó£ �ÒÏ�ÉÓÁÎÏ: ÅÄÅÔ ÎÁ �ÅÌÉÎÕ�Ï ÚÏ×Õ ÓÅÒÄ�Á. òÁÂÏÔÎÉË ÏÔ×ÑÚÁÌÓÑ. îÁ �ÅÌÉÎÅ ÍÙ ÏËÁÚÁÌÉÓØ × ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ,Ñ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚ ×ÓÔÒÅÔÉÌÓÑ Ó âÅÌÌÏÊ É �ÏÌÕÞÉÌ ÏÔ ÎÅÅ ×ÙÇÏ×ÏÒ ÚÁ ÕÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÎÁÍÉÚÁÂÁÓÔÏ×ËÕ. òÅÂÑÔÁ ÖÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ Ó ÍÁÔÅÒØÀ É ÄÏÞÅÒØÀ óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÉÍÉ ×ÏÄÎÏÊ ÂÒÉÇÁÄÅ, Ó Õ�ÏÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌÉ Ï �ÒÉÇÏÔÏ×ÌÅÎÎÙÈ òÅÂÅËËÏÊ å×ÓÅÅ×ÎÏÊÏÂÅÄÁÈ.íÙ ËÏÎÞÉÌÉ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, É ÎÁÛÉ Ó âÅÌÌÏÊ �ÕÔÉ ÒÁÚÏÛÌÉÓØ. ðÏÚÖÅ Ñ ÕÚÎÁÌ,ÞÔÏ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÁÓ�ÉÒÁÎÔËÏÊ Õ ìÕ�ÁÎÏ×Á, ×ÙÛÌÁ ÚÁÍÕÖ, ÒÏÄÉÌÁ ÄÏÞËÕ, Ï�ÕÂÌÉËÏ-×ÁÌÁ (�ÏÄ ÆÁÍÉÌÉÅÊ íÕÞÎÉË) ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÙÄÁÀÝÉÈÓÑ ÒÁÂÏÔ, ÚÁÝÉÔÉÌÁ ÄÉÓÓÅÒ-ÔÁ�ÉÀ. ðÏÔÏÍ | ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÌÏÍ, Ñ ÎÅ ÚÎÁÀ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÅÊ. òÁÚ×ÏÄ Ó ÏÂÒÁÔÎÏÊÓÍÅÎÏÊ ÆÁÍÉÌÉÉ, ÂÏÌÅÚÎØ, ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÅ Ë ÖÉÚÎÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÞÉÔÅÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈËÌÁÓÓÏ× × ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÍÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÛËÏÌÅ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÔ �ÒÅÖ-ÎÅÊ ÖÉÚÎÉ | ÜÔÏ ËÁÍÅÒÎÙÊ ÏÒËÅÓÔÒ íçõ, × ËÏÔÏÒÏÍ âÅÌÌÁ ÉÇÒÁÌÁ ÎÁ ÁÌØÔÅ ÄÏ�ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÄÎÅÊ ÖÉÚÎÉ. ÷ ÎÁÛÅÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ âÅÌÌÁ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÌÁ, ÅÅÆÕÎË�ÉÉ ÂÙÌÉ ÞÉÓÔÏ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÅ, ÔÁËÏ× ÂÙÌ ÅÅ ×ÙÂÏÒ.íÙ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ Ó ÎÁÛÉÍÉ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍÉ ÓÁÍÏÏÔ×ÅÒÖÅÎÎÏ, �ÉÓÁÌÉ ËÏÎÓ�ÅËÔÙÓ×ÏÉÈ ÌÅË�ÉÊ (ÉÈ ÇÄÅ-ÔÏ ÒÁÚÍÎÏÖÁÌÉ ÎÁ ËÓÅÒÏËÓÅ2)), ÕÓÔÒÁÉ×ÁÌÉ ËÏÎÓÕÌØÔÁ�ÉÉÎÁ ÄÏÍÕ. òÅÂÑÔÁÍ ÂÙÌÏ ÔÒÕÄÎÏ: ÞÅÒÞÅÎÉÅ, ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÄÉÓ�É�ÌÉÎÙ, ×ÓÑËÉÅ ÓÏ-�ÒÏÍÁÔÙ ÄÎÅÍ | É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÕÍØ ×ÅÞÅÒÏÍ. éÚ ÎÁÛÉÈ ÕÞÅÎÉËÏ× (Á ÉÈÞÉÓÌÏ �ÏÒÏÊ ÚÁÛËÁÌÉ×ÁÌÏ ÚÁ 70)3) ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÁÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ: ÷ÉÔÑ çÉÎÚÂÕÒÇ,áÌ£ÛÁ ëÁÎÅÌØ, æÅÄÑ íÁÌÉËÏ×, óÁÛÁ ïÄÅÓÓËÉÊ, áÎÄÒÅÊ òÅÚÎÉËÏ×, âÏÒÑ É íÉÛÁûÁ�ÉÒÏ, | ËÔÏ ÅÝÅ? îÏ �ÏÌØÚÕ ÚÁÎÑÔÉÑ �ÒÉÎÅÓÌÉ ÍÎÏÇÉÍ, Ñ Õ×ÅÒÅÎ. íÙ ÍÅÎÑÌÉÍÅÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞ, ÓÏÂÉÒÁÌÉÓØ × ÛËÏÌÅ Õ âÅÌÌÙ, × îÅÆÔÑÎÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ (�ëÅÒÏÓÉÎ-ËÅ�), × ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÏÍ ËÏÒ�ÕÓÅ É �ÏÔÏÍ ÎÁ ÈÉÍÆÁËÅ íçõ. ÷ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ×2)ëÏ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ �Ï ÔÅÍ ×ÒÅÍÅÎÁÍ, ÕÄÁÌÏÓØ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ â. é. ëÁ-ÎÅ×ÓËÏÍÕ. | òÅÄ.3)á ÎÁ �ÅÒ×ÏÅ ÚÁÎÑÔÉÅ �ÒÉÛÌÏ 120 ÓÔÕÄÅÎÔÏ×! | òÅÄ.



18ÎÁÛ �ÓÅÍÉÎÁÒ� ÂÙÌ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÌÅÇÁÌÉÚÏ×ÁÎ (ÎÁ ÈÉÍÆÁËÅ Ñ ÓÁÍ ÈÏÄÉÌ ÚÁ ÒÁÚ-ÒÅÛÅÎÉÅÍ Ë ÚÁÍÄÅËÁÎÁ, Á × �ëÅÒÏÓÉÎËÅ�, ÎÅ ÍÏÇÕ �ÏÒÕÞÉÔØÓÑ, ÎÏ ÓÌÙÛÁÌ, ËÔÏ-ÔÏÉÚ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× �ÏÌÕÞÉÌ ÎÁÇÏÎÑÊ ÏÔ ËÏÍÓÏÍÏÌØÓËÏÇÏ ÂÀÒÏ ÚÁ ÔÏ, ÞÔÏ �ÒÏ�ÕÓËÁÌ ÎÁ-ÛÉ ÌÅË�ÉÉ). âÅÌÌÁ ÓÏÂÉÒÁÌÁ �ÑÔÅÒËÉ É �ÒÉÎÏÓÉÌÁ ÇÏÒÙ ÂÕÔÅÒÂÒÏÄÏ× (�ÏÔÏÍ ÜÔÉ�ÑÔÅÒËÉ ÅÊ �ÙÔÁÌÉÓØ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÎÕ ÂÄÑÝÉÅ ÏÒÇÁÎÙ). äÁ, ÎÁ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈÚÁÎÑÔÉÊ �ÒÉÛÌÉ âÏÒÑ Ó ÷ÁÌÅÒÏÊ, ÄÏ�ÒÏÓÉÌÉ ÒÅÂÑÔ, ËÔÏ ÉÚ ÎÉÈ É ÉÈ ÏÄÎÏËÌÁÓÓ-ÎÉËÏ× ËÕÄÁ �ÏÓÔÕ�ÁÌ É �ÏÓÔÕ�ÉÌ (ÏÎÉ ÓÏÂÉÒÁÌÉ ÄÁÎÎÙÅ ÄÌÑ ÎÅÏ�ÒÏ×ÅÒÖÉÍÏÇÏÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ É ÔÁË ÚÎÁÌÉ, ÎÏ ÍÎÏÇÉÅ ÄÅÌÁÌÉ ×ÉÄ, ÞÔÏ ÎÅ ÚÎÁÀÔ:ÁÎÔÉÅ×ÒÅÊÓËÏÊ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁ�ÉÉ �ÒÉ �ÒÉÅÍÅ × íçõ). ðÒÏÛÅÌ ÇÏÄ, É ÍÙ �ÅÒÅÛÌÉÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ, Á âÏÒÑ Ó ÷ÁÌÅÒÏÊ ×ÚÑÌÉÓØ ÔÑÎÕÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ. (÷ÁÌÅÒÁ |�ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ×ÙÓÏÞÁÊÛÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ÍÅÖÄÕ �ÒÏÞÉÍ.) ñ �ÅÒÅËÌÀÞÉÌÓÑ ÎÁ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ, âÏÒÑ æÅÊÇÉÎ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌ ÞÔÏ-ÔÏ ÏÂ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ìÉ ÉD-ÍÏÄÕÌÑÈ, Õ ÎÁÓ ÒÁÂÏÔÁÌ ÓÅÍÉÎÁÒ. ÷ ÍÁÒÔÅ 1982 ÇÏÄÁ × íÏÓË×Õ �ÒÉÅÈÁÌÉ, ËÁËÔÅ�ÅÒØ ÇÏ×ÏÒÑÔ, Ó ÞÁÓÔÎÙÍ ×ÉÚÉÔÏÍ, äÖÅË íÉÌÎÏÒ, áÎÄÒÅ èÅÆÌÉÇÅÒ, âÏÂ íÁË-ÆÅÒÓÏÎ É äÕÚÁ íÁËÄÕÆ. íÉÌÎÏÒ, ×ÅÌÉËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË É ×ÅÌÉËÉÊ ÌÅËÔÏÒ, �ÒÏÞÅÌÌÅË�ÉÀ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, áÌ£ÛÁ óÏÓÉÎÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÌ. íÎÏÇÏ�ÒÉÛÌÏ ÎÁÒÏÄÁ É �ÎÁÛÅÇÏ�, É ÎÅ ÎÁÛÅÇÏ, ÍÙ ÂÙÌÉ ÒÁÄÙ ×ÓÅÍ.úÁËÏÎÞÉÌÓÑ ÕÞÅÂÎÙÊ ÇÏÄ | É ÔÕÔ ÇÒÑÎÕÌ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÇÒÏÍ. ðÏÓÔÁÒÁÀÓØ ×ÏÓ-ÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÒÁÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ.÷ ÉÀÎÅ 1982 ÇÏÄÁ × ìÁÂÏÒÁÔÏÒÎÙÊ ËÏÒ�ÕÓ íçõ, ÇÄÅ Ñ ÒÁÂÏÔÁÌ, ÚÁÛÅÌ óÅÒ£ÖÁìØ×Ï×ÓËÉÊ (ÍÎÅ ÔÏÇÄÁ ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ). ÷Ù×ÅÌ ÍÅÎÑ ÎÁ ÕÌÉ�Õ. îÏ×ÏÓÔØ: ÁÒÅÓÔÏ×ÁÎÙóÅÎÄÅÒÏ× É ëÁÎÅ×ÓËÉÊ (É ÅÝÅ ÓÔÕÄÅÎÔ ÉÚ ÉÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÉ)4). ïÂßÑÓÎÑÅÔ �ÒÉÞÉÎÕÁÒÅÓÔÁ: × Á�ÒÅÌÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÌÉ ÌÉÓÔÏ×ËÉ Ó ÁÇÉÔÁ�ÉÅÊ �ÒÏÔÉ× ÓÕÂÂÏÔÎÉËÏ× (×Ï-ÏÂÒÁÚÉÔÅ ÓÅÂÅ | ÓÕÂÂÏÔÎÉËÏ×!). ïÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÌÉÓÔÏ×ËÉ ÎÅ ×ÙÂÒÏÓÉÌÉ, Á ÏÓÔÁ×ÉÌÉÄÌÑ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÇÏÄÁ (Ï, âÏÖÅ!). éÈ É ÎÁËÒÙÌÉ �ÒÉ ÏÂÙÓËÅ (ÄÏÎÏÓÞÉËÏ× È×ÁÔÁÌÏ ×ÓÅ-ÇÄÁ), ÚÁÏÄÎÏ ÚÁÂÒÁÌÉ Ó�ÉÓÏË ÉÈ ËÌÁÓÓÁ × �îÁÒÏÄÎÏÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ�. éÎÆÏÒÍÁ�ÉÉÏ ÎÁÓ, ËÁË ÂÕÄÔÏ ÂÙ, ÎÅÔ, ÈÏÔÑ, ËÔÏ ÚÎÁÅÔ. . .÷ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ Ó áÎÄÒÅÅÍ, ÕÓÌÏ×ÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÅÓÌÉ ×ÙÚÏ×ÕÔ ÎÁ ÄÏ�ÒÏÓ(ÎÅ ×ÙÚ×ÁÌÉ). óÏÚ×ÏÎÉÌÉÓØ Ó âÅÌÌÏÊ. òÅÛÉÌÉ ÏÓÅÎØÀ ÚÁÎÑÔÉÑ ÎÅ ×ÏÚÏÂÎÏ×ÌÑÔØ(ÍÙ ÍÅÞÔÁÌÉ Ï ÔÒÅÔØÅÍ ËÕÒÓÅ)5). ûÌÉ ÔÒÅ×ÏÖÎÙÅ ÍÅÓÑ�Ù. é ×ÏÔ, ÕÖÅ × Á×ÇÕÓÔÅ(âÒÅÖÎÅ×Õ ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÓÑ�Å× ÖÉÚÎÉ), âÅÌÌÕ ×ÙÚ×ÁÌÉ × ëçâ. ðÏÓÌÅ�ÏÓÅÝÅÎÉÑ ÅÀ ëçâ ÍÙ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ (ÜÔÏ ÂÙÌÁ ÎÁÛÁ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÓÔÒÅÞÁ, ÍÙ �ÏÔÏÍÅÝÅ ÒÁÚ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ �Ï ÔÅÌÅÆÏÎÕ). ðÒÉ×ÏÖÕ ÅÅ ÒÁÓÓËÁÚ, ËÁË �ÏÍÎÀ.õÔÒÏÍ ÔÏÇÏ ÄÎÑ Õ ÎÅÅ × Ë×ÁÒÔÉÒÅ Ú×ÏÎÉÔ ÔÅÌÅÆÏÎ, ÍÕÖÓËÏÊ ÇÏÌÏÓ: �âÅÌÌÁáÂÒÁÍÏ×ÎÁ, Ñ | ÔÁËÏÊ-ÔÏ (ÎÅÒÁÚÂÏÒÞÉ×Ï), ÈÏÞÕ Ó ÷ÁÍÉ ×ÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ.� âÅÌÌÁ ÅÇÏÚÁ ËÏÇÏ-ÔÏ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÒÉÎÑÌÁ, ÅÊ ËÔÏ-ÔÏ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ �ÏÚ×ÏÎÉÔØ. ñ, ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÏÞÅÎØÚÁÎÑÔÁ ÓÅÇÏÄÎÑ, ÂÕÄÕ ÅÚÄÉÔØ �Ï ÒÁÚÎÙÍ ÍÅÓÔÁÍ, ÄÁ×ÁÊÔÅ × ÍÅÔÒÏ ×ÓÔÒÅÔÉÍÓÑ,ÓÔÁÎ�ÉÑ �ëÏÌÏÍÅÎÓËÁÑ�, �ÅÒ×ÙÊ ×ÁÇÏÎ Ë �ÅÎÔÒÕ. ÷ ÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÊ ÞÁÓ âÅÌÌÁ |ÔÁÍ. óÍÏÔÒÉÔ | ÎÉËÏÇÏ. TÏ ÅÓÔØ, ÓÔÏÉÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÛÉÒÏËÏ�ÌÅÞÉÊ ÞÅÌÏ×ÅË Ó ÂÙ-ÞØÅÊ ÛÅÅÊ | �Ñ×ÎÏ ÇÅÒÏÊ ÎÅ ÍÏÅÇÏ ÒÏÍÁÎÁ�, ÓËÁÚÁÌÁ ÍÎÅ âÅÌÌÁ. ðÒÏÈÏÄÉÔ �ÏÅÚÄ,ÄÒÕÇÏÊ, âÅÌÌÁ ÖÄÅÔ, É ×ÄÒÕÇ | ÜÔÏÔ ÞÅÌÏ×ÅË �ÏÄÈÏÄÉÔ Ë ÎÅÊ: �âÅÌÌÁ áÂÒÁÍÏ×-ÎÁ?� âÅÌÌÁ | Ó ÕÌÙÂËÏÊ | �ÔÁË ÜÔÏ ÷Ù ÍÅÎÑ ÖÄÅÔÅ? íÎÅ ÓÅÊ ÞÁÓ ÎÕÖÎÏ ÎÁ4)óÅÎÄÅÒÏ× É çÅÌØ�ÅÒ ÂÙÌÉ ÁÒÅÓÔÏ×ÁÎÙ 17 ÉÀÎÑ, ëÁÎÅ×ÓËÉÊ | 21-ÇÏ. | òÅÄ.5)úÁÎÑÔÉÑ, ÈÏÔÑ É × ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÅ, �ÒÏÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÄÏ ×ÅÓÎÙ 1983-ÇÏ. | òÅÄ.



÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ âÅÌÌÕ áÂÒÁÍÏ×ÎÕ 19ëÕÚÎÅ�ËÉÊ íÏÓÔ, �ÏÅÈÁÌÉ ×ÍÅÓÔÅ.� �îÅÔ, | ÏÔ×ÅÞÁÅÔ,{ ÍÙ �ÏÅÄÅÍ �Ï ÄÒÕÇÏ-ÍÕ ÁÄÒÅÓÕ.� é ÂÅÒÅÔ âÅÌÌÕ �ÏÄ ÒÕËÕ. ðÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ ÎÁ×ÅÒÈ, ÔÁÍ ÖÄÅÔ ÍÁÛÉÎÁ.åÄÕÔ | ÎÅ ÎÁ ìÕÂÑÎËÕ, ËÕÄÁ-ÔÏ ÅÝÅ, ÍÎÅ âÅÌÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÌÁ ÁÄÒÅÓ, ÄÁ Ñ ÎÅ �ÏÍÎÀ.ðÒÏ×ÏÄÑÔ × ËÁÂÉÎÅÔ Ë ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÍÏÌÏÄÏÍÕ ÞÅÌÏ×ÅËÕ × �ÏÇÏÎÁÈ | ÓÔÁÒÛÉÊ ÌÅÊ-ÔÅÎÁÎÔ ÉÌÉ ËÁ�ÉÔÁÎ. ÷ íÏÓË×Å, ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÏÒÕÄÕÅÔ ÂÁÎÄÁ �ÒÅ�ÅÔÉÔÏÒÏ×�, ËÏÔÏÒÙÅÇÒÁÂÑÔ ÌÀÄÅÊ �ÏÄ ×ÉÄÏÍ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ Ë ÜËÚÁÍÅÎÁÍ. é ÂÁ� | ÓÅÎÄÅÒÏ×ÓËÉÊ Ó�ÉÓÏËÎÁ ÓÔÏÌ. âÅÌÌÁ, ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÎÁÞÁÌÁ Ó ÎÉÍ ËÏËÅÔÎÉÞÁÔØ (ÎÅÉÓÔÒÅÂÉÍÁÑ ÖÅÎÓËÁÑÓÕÔØ!). îÕ ÞÔÏ ÷Ù, ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÜÔÉ ÌÀÄÉ ÕÖÅ ÓÔÕÄÅÎÔÙ, ÍÙ Ó ÎÉÍÉ ÚÁÎÉÍÁÅÍÓÑ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÏÊ ÂÅÓ�ÌÁÔÎÏ (Á �ÑÔÅÒËÉ? | É ÂÁ� | ÅÝÅ Ó�ÉÓÏË, ËÔÏ �ÑÔÅÒËÉ ÓÄÁÌ, ÔÏÖÅ× ÓÅÎÄÅÒÏ×ÓËÏÍ ËÌÁÓÓÅ | ÎÕ, �ÑÔÅÒËÉ ÄÌÑ �ÅÒÅËÕÓÁ). ÷ÏÔ É ÷Ù �ÒÉÈÏÄÉÔÅ | ×ÅÄØ÷ÁÍ, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÎÒÁ×ÉÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. âÙÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÇÜÂÜÛÎÉË ÅÊ �ÏÎÒÁ×ÉÌÓÑ.ðÏÇÏ×ÏÒÉÌÉ Ï ÔÏÍ, Ï ÓÅÍ; Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. îÕ, ÄÏ Ó×ÉÄÁÎÉÑ, ×ÏÔ ÷ÁÍ �ÒÏ�ÕÓË (ÎÁ×ÙÈÏÄ, ÂÅÚ ÎÅÇÏ ÎÅ ×Ù�ÕÓÔÑÔ), Á ×ÏÔ | �ÒÏÔÏËÏÌ, �ÏÄ�ÉÛÉÔÅ. âÅÌÌÁ ÞÉÔÁÅÔ �ÒÏ-ÔÏËÏÌ | ÎÅÔ, Ñ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÁ, ÎÅ �ÏÄ�ÉÛÕ. TÏÔ ÎÁÞÉÎÁÅÔ Õ�ÒÁÛÉ×ÁÔØ, ÜÔÏÖÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ, Ó ÎÅÇÏ Ó�ÒÏÓÑÔ; ÎÅÔ, ÚÁÁÒÔÁÞÉÌÁÓØ (×ÓÅÇÄÁ ÂÙÌÁ Õ�ÒÑÍÁÑ). îÕÈÏÒÏÛÏ, ÎÅ �ÏÄ�ÉÓÙ×ÁÊÔÅ, ÎÏ �ÏÄÕÍÁÊÔÅ ÅÝÅ, É ÅÓÌÉ �ÅÒÅÄÕÍÁÅÔÅ, �ÒÉÈÏÄÉÔÅ ËÎÁÍ Ï�ÑÔØ, ÄÁÌ ÉÍÑ, ÔÅÌÅÆÏÎ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ | ×Ó£.òÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÍÎÅ ×Ó£ ÜÔÏ âÅÌÌÁ É ×ÄÒÕÇ ÇÏ×ÏÒÉÔ: Ñ ÒÅÛÉÌÁ Ï�ÑÔØ Ë ÎÅÍÕ�ÏÊÔÉ, ÏÎ ÖÅ Ú×ÁÌ. ñ: �ÎÉ × ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÈÏÄÉ!� îÕ, ÇÏ×ÏÒÉÔ, Ñ Ó ÎÉÍ ÅÝÅ�ÏÂÅÓÅÄÕÀ, ÏÎ, ×ÒÏÄÅ ÂÙ, ×Ó£ �ÏÎÉÍÁÅÔ, ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÒÅÂÑÔÁÍ (ÁÒÅÓÔÏ×ÁÎÎÙÍ) ÎÁ�ÏÌØÚÕ �ÏÊÔÉ. ðÏ�ÒÏÂÕÊ ÅÅ ÏÔÇÏ×ÏÒÉ!îÁ ÄÒÕÇÏÊ ÄÅÎØ | �ÏÓÌÅÄÎÉÊ Ú×ÏÎÏË ÏÔ âÅÌÌÙ. îÕ ÞÔÏ, ÈÏÄÉÌÁ? äÁ, ÎÏ ÏÎÍÅÎÑ ÎÅ �ÒÉÎÑÌ. CÕÈÏ ÔÁË ÓËÁÚÁÌ: ÂÏÌØÛÅ ÎÉÞÅÇÏ ÏÔ ÷ÁÓ ÎÅ ÎÁÄÏ.åÝÅ ÞÅÒÅÚ �ÁÒÕ ÄÎÅÊ6) âÅÌÌÁ �ÏÇÉÂÌÁ �ÏÄ ËÏÌÅÓÁÍÉ ÇÒÕÚÏ×ÉËÁ × ÔÉÈÏÍ, ÂÅÚ-ÌÀÄÎÏÍ �ÅÒÅÕÌËÅ, ÇÄÅ É ×ÅÌÏÓÉ�ÅÄ-ÔÏ ÎÅ ËÁÖÄÙÊ ÞÁÓ �ÒÏÅÄÅÔ. òÁÓÓËÁÚ ÏÞÅ×ÉÄ�Á:ÇÒÕÚÏ×ÉË ×ÉÈÒÅÍ �ÒÏÎÅÓÓÑ �Ï �ÅÒÅÕÌËÕ, ÓÛÉÂ âÅÌÌÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÎÁ ÔÒÏÔÕÁÒÅÉÌÉ ÒÑÄÏÍ Ó ÔÒÏÔÕÁÒÏÍ, É ÉÓÞÅÚ ÉÚ ×ÉÄÁ. âÅÌÌÕ ÄÏÓÔÁ×ÉÌÉ �ÒÑÍÏ × ÍÏÒÇ. ÷ ÇÒÏÂÕÅÅ ÔÒÕÄÎÏ ÂÙÌÏ ÕÚÎÁÔØ: ÉÚÕÒÏÄÏ×ÁÎÎÕÀ ÇÏÌÏ×Õ ËÏÅ-ËÁË ÚÁÌÅ�ÉÌÉ × ÍÏÒÇÅ �ÌÁÓÔÉ-ÌÉÎÏÍ. îÁ �ÏÈÏÒÏÎÁÈ ÂÙÌÁ ÍÁÓÓÁ ÎÁÒÏÄÁ, ÎÏ ÒÁÚÇÏ×ÏÒÙ ÏÂ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÅÅÇÉÂÅÌÉ �ÒÅÓÅËÁÌÉÓØ: ÎÅ ×ÒÅÍÑ. ñ ÎÅ ÚÎÁÀ, �ÒÉÛÌÏ ÌÉ ×ÒÅÍÑ, ÎÁÛÌÉ ÌÉ ÇÒÕÚÏ-×ÉË É ÅÇÏ ×ÏÄÉÔÅÌÑ, ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ ÌÉ �Å�ÏÞËÕ ÓÏÂÙÔÉÊ Ó ÔÏÊ, ÇÜÂÜÛÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.�îÁÒÏÄÎÙÊ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ� �ÅÒÅÓÔÁÌ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ, Á Ó �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÏÊ, ÍÁÓÓÏ×ÙÍÏÔßÅÚÄÏÍ É ÓÎÑÔÉÅÍ Å×ÒÅÊÓËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ �ÒÉ �ÒÉÅÍÅ × íçõ �ÅÒÅÓÔÁÌÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×Ï×ÁÔØ É ÓÁÍÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ. úÄÅÓØ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ É ÍÏÊ ÒÁÓÓËÁÚ.
6)îÏÞØÀ 23 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 1982 ÇÏÄÁ × ×ÏÚÒÁÓÔÅ 44 ÌÅÔ. | òÅÄ.



20 á. í. ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×ó âÅÌÌÏÊ áÂÒÁÍÏ×ÎÏÊ óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÏÊ ÍÙ ÂÙÌÉ �ÓÏÇÒÕ�ÎÉËÁÍÉ� ÎÁ 1 É 2-Í ËÕÒ-ÓÁÈ ÍÅÈÍÁÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ É ÚÎÁËÏÍÙ. íÎÏÇÏ �ÏÚÖÅ ÎÁÛÉ ÄÅÔÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ �ÓÏËÌÁÓÓ-ÎÉËÁÍÉ� × ÍÁÔËÌÁÓÓÅ â. ð. çÅÊÄÍÁÎÁ × 19-Ê ÛËÏÌÅ É ÍÙ × Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÉÎÏÇÄÁ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ. ïÄÎÁÖÄÙ âÅÌÌÁ áÂÒÁÍÏ×ÎÁ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÎÏÊ ÄÌÑ ÎÅÅ ÎÁÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØÀ�ÒÉÇÌÁÓÉÌÁ ÍÅÎÑ × ÇÏÓÔÉ, ÏÂÅÝÁÑ �ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÓÀÒ�ÒÉÚ�. ëÏÇÄÁ Ñ �ÒÉ-ÛÅÌ, ÔÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ Õ ÎÅÅ �ÏÌÎÕÀ Ë×ÁÒÔÉÒÕ ÏÔ×ÅÒÖÅÎÎÙÈ �ÒÉÅÍÎÙÍÉ ËÏÍÉÓÓÉÑÍÉÅ×ÒÅÊÓËÉÈ ÄÅÔÅÊ, óÅÎÄÅÒÏ×Á É ×ÔÏÒÏËÕÒÓÎÉËÁ ÆÉÚÔÅÈÁ ëÎÉÖÎÉËÁ. þÔÏ ÄÅÌÁÔØ ×ÜÔÁËÏÊ ÎÁ�ÁÓÔÉ? ðÏÎÁÞÁÌÕ ÒÅÛÉÌÉ ÕÓÔÒÏÉÔØ ÄÌÑ ÎÉÈ ÍÁÔÌÅËÔÏÒÉÊ, ÞÔÏ Ñ É ÓÄÅ-ÌÁÌ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ×ÓÔÒÅÞÅ, ÒÁÓÓËÁÚÁ× �Ï �ÒÏÓØÂÅ óÅÎÄÅÒÏ×Á ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÖÁÔÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ. îÅ ÕÓ�Å×, ÏÄÎÁËÏ, ÉÈ ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÖÁÔØ ÄÏ ËÏÎ�Á, Ñ �ÏÎÑÌ, ÞÔÏ×Ó£ ÜÔÏ �ÏÌÎÙÊ ÁÂÓÕÒÄ, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÞÔÏ ÑÓÎÏÇÏ �ÌÁÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÉ Õ ËÏÇÏ ÎÅ ÂÙ-ÌÏ. ðÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÀ, Ñ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊËÕÒÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÍÅÈÍÁÔÓËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù. ñ �ÏÇÏ×ÏÒÉÌ Ó áÌÅË-ÓÅÅÍ âÒÏÎÉÓÌÁ×Ï×ÉÞÅÍ óÏÓÉÎÓËÉÍ, ÍÏÉÍÉ ÕÞÅÎÉËÁÍÉ ÷ÁÌÅÎÔÉÎÏÍ ÷ÁÓÉÌØÅ×ÉÞÅÍìÙÞÁÇÉÎÙÍ, éÏÓÉÆÏÍ óÅÍÅÎÏ×ÉÞÅÍ ëÒÁÓÉÌØÝÉËÏÍ, áÌÅËÓÅÅÍ ÷ÁÓÉÌØÅ×ÉÞÅÍ óÁ-ÍÏÈÉÎÙÍ É ÍÏÉÍÉ ÔÏÇÄÁÛÎÉÍÉ ÁÓ�ÉÒÁÎÔÁÍÉ óÅÒÇÅÅÍ ÷ÁÓÉÌØÅ×ÉÞÅÍ äÕÖÉÎÙÍ ÉáÌÅËÓÅÅÍ ÷ÁÄÉÍÏ×ÉÞÅÍ âÏÞÁÒÏ×ÙÍ. é ÍÙ ÒÅÛÉÌÉ �Ï�ÒÏÂÏ×ÁÔØ. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔÎÁÓ ÆÉÚÉËÕ ×ÚÑÌÓÑ ×ÅÓÔÉ íÉÈÁÉÌ óÁÍÕÉÌÏ×ÉÞ íÁÒÉÎÏ×.îÁÄÏ �ÒÉÚÎÁÔØÓÑ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÄÅÌÅ Õ ÍÅÎÑ �ÏÍÉÍÏ ÇÕÍÁÎÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÙÌ ÉÞÉÓÔÏ �ÛËÕÒÎÙÊ� ÉÎÔÅÒÅÓ, ÒÁÚÄÅÌÑÅÍÙÊ É ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÌÉ�Á-ÍÉ. ïÎ ÓÏÓÔÏÑÌ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÞÉÔÁÔØ ÄÌÑ �ÒÏÄ×ÉÎÕÔÏÊ ÁÕÄÉÔÏÒÉÉ ËÏÎ�Å�ÔÕ-ÁÌØÎÏ ÜÌÅÇÁÎÔÎÙÊ, �ÅÄÉÎÙÊ� ËÕÒÓ ÏÓÎÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Ô. Å. ÔÏ, ÞÔÏ ×ÒÑÄ ÌÉ ÂÙÌÏ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔÅ × ÏÂÏÚÒÉÍÏÍ ÂÕÄÕÝÅÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ñ �ÏÓÔÁ×ÉÌ ÏÄ-ÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÚÁ ÜÔÉÍ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙÔØ ÎÉËÁËÏÊ �ÏÌÉÔÉËÉ. ñ ÓÞÉÔÁÌ ÔÏÇÄÁ ÉÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓÞÉÔÁÀ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÏÇ �ÏÄ×ÅÒÇÁÔØ ÒÉÓËÕ ÔÅÈ, ËÏÇÏ ×Ï×ÌÅË × ÜÔÏ�ÒÅÄ�ÒÉÑÔÉÅ.óÉÅ ÂÙÌÏ ÏÂÅÝÁÎÏ, É ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ. ÷ �ÏÒÑÄËÅ Á×ÔÏÉÒÏÎÉÉ Ñ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÏÄÅÑÎÎÏÅ �îÁÒÏÄÎÙÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏÍ ëÕÌØÔÕÒÙ�. �ÁË × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÎÁÚÙ×ÁÌÉÓØÏÓÏÂÙÅ ÕÞÅÂÎÙÅ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÑ, ÏÓÎÏ×ÎÏÊ �ÅÌØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌÁ ×ÙÄÁÞÁ ÄÉ�ÌÏÍÏ× Ï×ÙÓÛÅÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ËÏÍÓÏÍÏÌØÓËÉÍ É �ÁÒÔÉÊÎÙÍ ×ÙÄ×ÉÖÅÎ�ÁÍ É ÄÒÕÇÉÍ �ÕÂ-ÌÉÞÎÙÍ ÆÉÇÕÒÁÍ ÔÏÊ Ü�ÏÈÉ. é ÓÅÊÞÁÓ ÓÒÅÄÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �ÏÌÉÔÉËÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ×ÌÁÄÅÌØ�Å× ÔÁËÏÇÏ ÄÉ�ÌÏÍÁ. üÔÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ÒÉÖÉÌÏÓØ, ÎÏ × ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ:ÉÚ ÎÅÇÏ ÉÓÞÅÚÌÏ ×ÓÑËÏÅ Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÅ Ï ËÕÌØÔÕÒÅ.åÓÌÉ Ñ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ �ÏÍÎÀ, ÔÏ, ËÒÏÍÅ ÍÅÎÑ, ËÕÒÓÙ ÞÉÔÁÌÉ á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊ,é. ó. ëÒÁÓÉÌØÝÉË É ÷. ÷. ìÙÞÁÇÉÎ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÌÉ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ. úÁÎÑÔÉÑ �Ï-ÎÁÞÁÌÕ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÉ ÎÁ Ë×ÁÒÔÉÒÅ Õ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ, Á �ÏÚÖÅ ÕÄÁÌÏÓØ �ÅÒÅ-ÂÒÁÔØÓÑ × îÅÆÔÑÎÏÊ ÉÎÓÔÉÔÕÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÓÅ Ú×ÁÌÉ �ëÅÒÏÓÉÎËÏÊ�. ðÏÄÇÏÔÏ×ËÁ ÉÞÔÅÎÉÅ ÌÅË�ÉÊ ÏÔÎÉÍÁÌÏ Õ ×ÓÅÈ ÎÁÓ �ÏÒÑÄÏÞÎÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ×Ó£ ÄÅÌÁ-ÌÉ �Ï ÎÏ×ÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ. îÁÓ, ÏÄÎÁËÏ, ÈÏÒÏÛÏ �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÌ ÇÏÒÑÞÉÊÞÁÊ Ó ÂÕÔÅÒÂÒÏÄÁÍÉ ÉÚ �ïÔÄÅÌØÎÏÊ� ËÏÌÂÁÓÙ É ÞÕ×ÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÓÉÄÉÍ ÓÌÏÖÁÒÕËÉ �ÅÒÅÄ ÌÉ�ÏÍ Ô×ÏÒÑÝÅÇÏÓÑ ÂÅÚÏÂÒÁÚÉÑ. é ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ ÂÙÌÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÂÅÓ-�ÌÁÔÎÏ. ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, �ÒÏÇÒÁÍÍÙ É ËÒÁÔËÉÅ ÚÁ�ÉÓËÉ ÔÅÈ ÎÁÛÉÈ ÌÅË�ÉÊ ÔÅ�ÅÒØ�ÏÔÅÒÑÌÉÓØ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ.



÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ âÅÌÌÕ áÂÒÁÍÏ×ÎÕ 21ñ ÓÅÊÞÁÓ ÔÏÞÎÏ ÎÅ �ÏÍÎÀ, ÎÏ ×Ó£ ÜÔÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÌÏÓØ ÔÉÈÏ É ÍÉÒÎÏ ÇÏÄ ÉÌÉ�ÏÌÔÏÒÁ. âÅÌÌÁ áÂÒÁÍÏ×ÎÁ ÚÁ�ÏÍÎÉÌÁÓØ Ó×ÏÅÊ ÎÅÉÍÏ×ÅÒÎÏÊ ÁËÔÉ×ÎÏÓÔØÀ É ×ÅÚ-ÄÅÓÕÝÎÏÓÔØÀ, ×ÚÑ× ÎÁ ÓÅÂÑ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ. ëÁË ÍÎÅËÁÖÅÔÓÑ, É ÓÔÕÄÅÎÔÙ, É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÉ �ÏÌÕÞÁÌÉ ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ.ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÓÉÔÕÁ�ÉÀ ×ÏËÒÕÇ îÁÒÏÄÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÕÄÅÒÖÁÔØ× ÒÁÍËÁÈ ÒÁÚÕÍÎÏÊ ×ÎÅÛÎÅÊ Á�ÏÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ �×ÒÁÖÅ-ÓËÉÈ ÇÏÌÏÓÏ×� Õ�ÏÍÑÎÕÌ Ï �îÁÒÏÄÎÏÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ�, ËÏ ÍÎÅ ÓÔÁÌÉ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑÏÂÅÓ�ÏËÏÅÎÎÙÅ ÒÏÄÉÔÅÌÉ ÎÁÛÉÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×. ñ ÓÔÁÒÁÌÓÑ ÉÈ ÕÓ�ÏËÏÉÔØ, �ÏÌÎÏÓÔØÀ�ÏÌÁÇÁÑÓØ ÎÁ ÄÁÎÎÏÅ ÍÎÅ ÓÌÏ×Ï, ÎÏ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÎÁÓ �Ï-ËÉÎÕÌÉ. ÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ �ÏÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÁÓÔÉ ×ÏËÒÕÇ îÁÒÏÄÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÎÁËÁÌÉÌÉÓØ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ É ÎÁÛ �ÁËÔ Ï ÎÅÊÔÒÁÌÉÔÅÔÅ ÒÁÓÓÙ�ÁÌÓÑ ÓÁÍ ÓÏÂÏÊ. ðÒÉÔÁËÉÈ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÁÈ Ñ ÓÞÅÌ ÓÌÉÛËÏÍ ÒÉÓËÏ×ÁÎÎÙÍ ËÁË ÄÌÑ ÓÅÂÑ, ÔÁË É ÄÌÑÍÏÉÈ ÕÞÅÎÉËÏ× É ÄÒÕÚÅÊ, ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ×ÌÅË, ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ × Î£Í ÕÞÁÓÔÉÅ É �ÏÞÔÉ×ÓÑ �ÅÒ×ÁÑ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÓËÏ-�ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌØÓËÁÑ ÂÒÉÇÁÄÁ �îÁÒÏÄÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅ-ÔÁ�, �Õ×ÏÌÉÌÁÓØ �Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÖÅÌÁÎÉÀ�. ìÉÛØ ÂÏÌÅÅ ÏÔ×ÁÖÎÙÅ óÏÓÉÎÓËÉÊ ÉíÁÒÉÎÏ× ÒÅÛÉÌÉ ÏÓÔÁÔØÓÑ.íÙ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÕÞÁÓÔÉÅ × �îÁÒÏÄÎÏÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ�, ËÁË ÓÒÅÄÓÔ×Ï ÚÁ-ÒÁÂÏÔÁÔØ �ÏÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ËÁ�ÉÔÁÌ É ÏÂÒÁÚ ÂÏÒ�Ï× Ó ÓÏ×ÅÔÓËÏÊ ×ÌÁÓÔØÀ. îÁÛÁ �ÅÌØÂÙÌÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ × ÉÎÏÍ | ÄÁÔØ ÄÏÓÔÏÊÎÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÏÓÔÏÊÎÙÍ ÔÏÇÏ ÍÏÌÏ-ÄÙÍ ÌÀÄÑÍ, É Õ ÍÅÎÑ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÓÏÍÎÅ×ÁÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÖÅ �ÅÌØÂÙÌÁ É Õ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÏÊ.



22 á. ÷. úÅÌÅ×ÉÎÓËÉÊó âÅÌÌÏÊ áÂÒÁÍÏ×ÎÏÊ óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÏÊ ÍÅÎÑ �ÏÚÎÁËÏÍÉÌ äÍÉÔÒÉÊ âÏÒÉÓÏ×ÉÞæÕËÓ. ðÒÏÉÚÏÛÌÏ ÜÔÏ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÌÅÔÏÍ ÉÌÉ ÒÁÎÎÅÊ ÏÓÅÎØÀ 1980-ÇÏ ÇÏÄÁ. ïÎÁ�ÒÅÄÌÏÖÉÌÁ ÍÎÅ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÒÁÂÏÔÅ ÓÏÚÄÁÎÎÏÇÏ ÅÀ �îÁÒÏÄÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ�,É Ñ �ÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÉÌÓÑ, ÄÏÌÇÏ ÎÅ ÒÁÚÄÕÍÙ×ÁÑ. òÉÓËÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄ�ÒÉ-ÑÔÉÑ ÂÙÌÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ (ÄÁÖÅ ÍÎÅ, �ÒÉ ÍÏÅÊ ÔÏÇÄÁÛÎÅÊ ÍÏÌÏÄÏÓÔÉ É ÌÅÇËÏÍÙÓÌÉÉ),ÔÁË ÞÔÏ ÓÔÏÌØ ÂÙÓÔÒÏÅ ÓÏÇÌÁÓÉÅ ÂÙÌÏ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ. ðÒÉÞÉÎ ÂÙÌÏ Ä×Å:ÏÝÕÝÅÎÉÅ ��ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ� ×ÓÅÊ ÚÁÔÅÉ, É ÞÕ×ÓÔ×Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÇÏ ÄÏ×ÅÒÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅÓÒÁÚÕ ÖÅ ×ÙÚ×ÁÌÁ Õ ÍÅÎÑ âÅÌÌÁ áÂÒÁÍÏ×ÎÁ, É ËÏÔÏÒÏÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÏËÉÄÁÌÏ ÍÅÎÑ× ÔÅÞÅÎÉÅ ÎÁÛÅÇÏ (Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅÄÏÌÇÏÇÏ) ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á É ÏÂÝÅÎÉÑ.îÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× Ï �ÏÄÏ�ÌÅËÅ. ÷ ÔÅ ÇÏÄÙ, ÏÂÓÔÁÎÏ×ËÁ ÇÌÕÂÏËÏÇÏ ÍÁÒÁÚÍÁ, �Á-ÒÉ×ÛÅÇÏ × ÓÏ×ÅÔÓËÏÍ ÏÂÝÅÓÔ×Å, ÂÙÌÁ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ÌÀÄÑÍ ÍÏÅÇÏ ËÒÕÇÁÏÂÝÅÎÉÑ, ÞÔÏ É × ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÎÅ ÎÕÖÄÁÌÁÓØ. óÁÍÙÅ ÌÀÄÏÅÄÓËÉÅ ×ÒÅÍÅÎÁ ÓÏ-×ÅÔÓËÏÇÏ ÒÅÖÉÍÁ ÏÓÔÁÌÉÓØ �ÏÚÁÄÉ, ÏÆÉ�ÉÁÌØÎÕÀ ÉÄÅÏÌÏÇÉÀ ÍÁÌÏ ËÔÏ �ÒÉÎÉÍÁÌ×ÓÅÒØÅÚ, ÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÉÎÁËÏÍÙÓÌÉÅ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ËÁÒÁÌÏÓØ. ïÆÉ�ÉÁÌØÎÙÊ ÁÎÔÉ-ÓÅÍÉÔÉÚÍ �ÒÏ�×ÅÔÁÌ É ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÌÓÑ ÎÁ ÎÁÓÁÖÄÁ×ÛÉÅÓÑ ÎÁ ×ÓÅÈ ÕÒÏ×ÎÑÈ �ÏÄÏ-ÚÒÉÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÎÅÄÏ×ÅÒÉÅ Ë ÉÎÔÅÌÌÉÇÅÎ�ÉÉ É ËÕÌØÔÕÒÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×ÏÎÁÓÅÌÅÎÉÑ ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÌÏÓØ ÕÖÅ �ÒÉ ÓÏ×ÅÔÓËÏÊ ×ÌÁÓÔÉ, ÒÅÖÉÍ ËÁÚÁÌÓÑ ÎÅÚÙÂÌÅ-ÍÙÍ É ×ÅÞÎÙÍ, Á ÁËÔÉ×ÎÙÅ ÄÉÓÓÉÄÅÎÔÙ | ÄÏÎËÉÈÏÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÉÄÅÁÌÉÓÔÁÍÉ(ËÁË �ÏËÁÚÁÌÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÓÏÂÙÔÉÊ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ �ÒÏ-ÚÏÒÌÉ×ÅÅ ÍÅÎÑ É ÍÏÉÈ ÄÒÕÚÅÊ).ïÄÎÁËÏ ÂÌÉÖÅ Ë ÄÅÌÕ. ÷ ÎÁÞÁÌÅ ×ÏÓØÍÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ× ÍÁÌÅÊÛÅÇÏ �ÏÄÏÚÒÅÎÉÑÎÁ Å×ÒÅÊÓËÏÅ �ÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÞÅÌÏ×ÅË �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÌÉ-ÛÁÌÓÑ ÛÁÎÓÏ× ÎÁ �ÏÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔ. á ÚÁÏÄÎÏ, ÄÌÑ �ÕÝÅÇÏ ÁÂÓÕÒÄÁ, ÍÎÏÇÉÍÓÉÌØÎÙÍ ×Ù�ÕÓËÎÉËÁÍ ×ÅÄÕÝÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÛËÏÌ, ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÄÁÖÅ ÏÔÌÉÞÉ×-ÛÉÍÓÑ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ ÒÁÚÎÙÈ ÕÒÏ×ÎÅÊ, ÔÁËÖÅ ÓÔÁ×ÉÌÉÓØ �ÁÌËÉ× ËÏÌ£ÓÁ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÎÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÈÏÔÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÓÎÏ×ÁÎ-ÎÏÊ ÎÁ ÔÅÈ ÖÅ �ÒÉÎ�É�ÁÈ ËÁÄÒÏ×ÏÊ �ÏÌÉÔÉËÉ, ÕÒÏ×ÅÎØ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÍÅÈÍÁÔÁË ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÉÌØÎÏ ÓÎÉÚÉÌÓÑ, ÏÔ �ÒÅÖÎÉÈ ×ÒÅÍÅÎ ÔÁÍ ×Ó£ ÅÝÅ ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É �ÅÄÁÇÏÇÏ× ×ÙÓÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ïÄÎÉÍ ÉÚ ÓÁÍÙÈ×ÁÖÎÙÈ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ× ÍÅÈÍÁÔÁ ÏÓÔÁ×ÁÌÁÓØ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÁÈ. îÅ �ÏÌÕÞÉ× ÄÏÓÔÕ�Á ËÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÉÚ ÓÁÍÙÈ Ó�ÏÓÏÂÎÙÈ É ×ÓÅÒØÅÚ Õ×ÌÅÞÅÎÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ËÏÊ ÒÅÂÑÔ ÄÏÒÏÇÁ Ë �ÒÏÆÅÓÓÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÂÙÌÁ ÅÓÌÉ ÎÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ �ÅÒÅËÒÙÔÁ,ÔÏ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏÖÎÅÎÁ.éÄÅÑ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ É ÅÅ ÅÄÉÎÏÍÙÛÌÅÎÎÉËÏ× ÂÙÌÁ ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÁ É �ÒÏÓÔÁ:�Ï�ÙÔÁÔØÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ, �ÒÅÄÏÓÔÁ×É× ÒÅÂÑ-ÔÁÍ, ÓÅÒØÅÚÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÍÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ, ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÏ ÆÕÎÄÁ-ÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÍ ÂÙÌÏ ÏÔËÁÚÁÎÏ. õ ÍÅÎÑÜÔÁ ÉÄÅÑ ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÎÅ ×ÙÚ×ÁÔØ ÏÔËÌÉËÁ, ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÍÏÒÁÌØÎÙÈ ÓÏ-ÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÎÏ É �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ, ÂÕÄÕÞÉ Å×ÒÅÅÍ É ×Ù�ÕÓËÎÉËÏÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ × ÔÅ ÇÏÄÙÓ×ÏÉÍ ×ÏÌØÎÏÄÕÍÓÔ×ÏÍ ÍÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÙ �2, ÍÎÅ ÂÙÌÏ ÌÅÇËÏÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÓÅÂÑ Ó ÍÏÉÍÉ ÂÕÄÕÝÉÍÉ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍÉ (ÈÏÔÑ ÍÎÅ �Ï×ÅÚÌÏ, É ÎÁ ÍÏÅÍ�ÕÔÉ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÂÙÌÏ ÎÁÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÊ).



÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ âÅÌÌÕ áÂÒÁÍÏ×ÎÕ 23éÚ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÏ× îÁÒÏÄÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ (ÏÂÝÅ�ÒÉÎÑÔÏÇÏ ÉÍÅÎÉ, ÍÎÅ ËÁ-ÖÅÔÓÑ, Õ ÎÅÇÏ ÎÅ ÂÙÌÏ; ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ ÂÙÔÏ×Á×ÛÉÈ ÉÍÅÎ, �ÏÍÎÀ ïÔËÒÙÔÙÊ õÎÉ-×ÅÒÓÉÔÅÔ É å×ÒÅÊÓËÉÊ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ), ËÒÏÍÅ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ, Ñ ×ÓÔÒÅÞÁÌ ÅÝÅâÏÒÉÓÁ ëÁÎÅ×ÓËÏÇÏ É ÷ÁÌÅÒÉÑ óÅÎÄÅÒÏ×Á. õ ÍÅÎÑ ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÌÏ ÓÏÍÎÅÎÉÊ, ÞÔÏ ×ÓÅÏÎÉ, �ÏÍÉÍÏ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ ÎÁÛÉÈ ÚÁÎÑÔÉÊ, ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ É ÄÒÕÇÉÍÉ �ËÒÁÍÏÌØÎÙÍÉ�×ÅÝÁÍÉ. ðÏ ÎÅ�ÉÓÁÎÏÍÕ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÀ, Ñ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÒÁÚÇÏ×ÁÒÉ×ÁÌ Ó ÎÉÍÉ ÎÁ ÜÔÉÔÅÍÙ, �ÏÌÁÇÁÑ (�Ï ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÎÁÉ×ÎÏ), ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ �ÏÓÌÕÖÉÔØ ÚÁÝÉÔÏÊ ×ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÒÅÓÁ Ë ÍÏÅÊ ÏÓÏÂÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ëçâ (ëÏÍÉÔÅÔÁ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ âÅ-ÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ; �ÏÑÓÎÑÀ ÄÌÑ ÔÅÈ ÓÞÁÓÔÌÉ×�Å×, ËÏÔÏÒÙÍ ÜÔÏÔ ÚÌÏ×ÅÝÉÊ ÁËÒÏÎÉÍ ÕÖÅÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ): ÍÏÌ, ÚÎÁÔØ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÁÀ, �Ï�ÒÏÓÉÌÉ �ÒÏÞÅÓÔØ �ÁÒÕ ÌÅË�ÉÊ�Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÍÓÑ ÍÏÌÏÄÙÍ ÌÀÄÑÍ, Á ÚÁÞÅÍ É �ÏÞÅÍÕ, �ÏÎÑÔÉÑ ÎÅÉÍÅÀ. ðÏÄÏÚÒÅ×ÁÀ, ÞÔÏ �ÏÄÏÂÎÕÀ �ÓÔÒÁÕÓÉÎÕÀ� �ÏÚÉ�ÉÀ ÒÁÚÄÅÌÑÌÉ É ÍÎÏÇÉÅ ÍÏÉËÏÌÌÅÇÉ �Ï �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÎÉÀ × îÁÒÏÄÎÏÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ. óÏÇÌÁÛÅÎÉÅ ÜÔÏ ÓÏÂÌÀÄÁ-ÌÏÓØ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÔÁËÔÏÍ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ É âÏÒÉÓÁ ëÁÎÅ×ÓËÏÇÏ, ÓËÏÔÏÒÙÍÉ Ñ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÉÍÅÌ ÄÅÌÏ (óÅÎÄÅÒÏ×, ÎÁÓËÏÌØËÏ Ñ �ÏÍÎÀ, �ÏÑ×ÌÑÌÓÑ ÎÁÎÁÛÉÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ ÎÅÞÁÓÔÏ É ÏÓÏÂÏÇÏ ÕÞÁÓÔÉÑ × ÉÈ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ ÎÅ �ÒÉÎÉÍÁÌ; ÍÏÖÅÔÂÙÔØ, ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ Ë ÎÁÛÅÍÕ �ÏÔÏËÕ). åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ËÏ-ÔÏÒÏÅ Ñ ÓÅÊÞÁÓ ÍÏÇÕ �ÒÉ�ÏÍÎÉÔØ, ÂÙÌ ×ÅÞÅÒ ÂÁÒÄÁ-ÄÉÓÓÉÄÅÎÔÁ ðÅÔÒÁ óÔÁÒÞÉËÁÎÁ Ë×ÁÒÔÉÒÅ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎÁ �ÒÉÇÌÁÓÉÌÁ ÍÏÀ ÖÅÎÕ É ÍÅÎÑ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍÉ É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍÉ îÁÒÏÄÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅ-ÔÁ. ÷ÅÞÅÒ, ËÓÔÁÔÉ, ÂÙÌ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ; Ó ÂÉÏÇÒÁÆÉÅÊ É Ô×ÏÒÞÅÓÔ×ÏÍ óÔÁÒÞÉËÁÍÏÖÎÏ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÞËÅ http://www.bard.ru/.îÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× ÏÂ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ ÚÁÎÑÔÉÊ × ÔÅ Ä×Á ÇÏÄÁ (1980{81 É 1981{82), ËÏ-ÇÄÁ Ñ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÌ × îÁÒÏÄÎÏÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ. úÁÎÑÔÉÑ �ÒÏÈÏÄÉÌÉ ÒÁÚ × ÎÅÄÅÌÀ �ÏÓÕÂÂÏÔÁÍ, × ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ: ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ, × çÕÂËÉÎÓËÏÍ ÎÅÆÔÑÎÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ (ÚÎÁ-ÍÅÎÉÔÏÊ �ËÅÒÏÓÉÎËÅ�), ÇÄÅ ÏÂÕÞÁÌÏÓØ ÎÅÍÁÌÏ ÎÁÛÉÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×. âÏÒÉÓ ëÁÎÅ×ÓËÉÊ,�ÏÍÉÍÏ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÅÍÉÎÁÒÏ× �Ï ÍÏÅÍÕ ËÕÒÓÕ ÁÎÁÌÉÚÁ, ËÓÅÒÏËÏ�ÉÒÏ×ÁÌ É ÒÁÚ-ÄÁ×ÁÌ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÍÏÉ ËÏÎÓ�ÅËÔÙ ÌÅË�ÉÊ É ÌÉÓÔÏÞËÉ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ (ÓÅÊÞÁÓ �ÏÞÔÉÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÓÅÒØÅÚÎÙÍ �ÒÅÓÔÕ�ÌÅÎÉÅÍ ÓÏ×ÅÔÓËÁÑ×ÌÁÓÔØ ÓÞÉÔÁÌÁ ÎÅÓÁÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏ�ÉÒÏ×ÁÌØÎÙÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×;× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÍ ×ÙÛÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅÍ, Ñ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ Ó�ÒÁÛÉ×ÁÌ ÅÇÏ,ËÁË ÏÎ �ÏÌÕÞÉÌ ÄÏÓÔÕ� Ë ËÏ�ÉÒÏ×ÁÌØÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ, É ËÁËÉÅ ÅÝÅ �ÅÞÁÔÎÙÅ ÍÁÔÅ-ÒÉÁÌÙ ÏÎ ÎÁ ÎÅÊ ÉÚÇÏÔÏ×ÌÑÌ). ÷ÓÑ ÏÓÔÁÌØÎÁÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÑ ÒÁÂÏÔÙÌÅÖÁÌÁ ÎÁ �ÌÅÞÁÈ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÍÏÉÈ ÇÌÁÚÁÈ ×ÓÅÇÄÁ ÂÙÌÁ ÄÕÛÏÊ×ÓÅÇÏ �ÒÅÄ�ÒÉÑÔÉÑ. ïÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÁ Ó�ÉÓÏË ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ×ÅÌÁ ÕÞÅÔ �ÏÓÅÝÁÅÍÏÓÔÉ,ÄÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÌÁÓØ Ï ÍÅÓÔÁÈ ÚÁÎÑÔÉÊ, Ï�Ï×ÅÝÁÌÁ ×ÓÅÈ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÈ ×ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÉ, ÓÌÅÄÉÌÁ ÚÁ ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÎÑÔÉÑ ÎÁÞÉÎÁÌÉÓØ É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÌÉÓØ ×Ï×ÒÅ-ÍÑ, �ÒÉÎÏÓÉÌÁ ×Ó£ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ÚÁÎÑÔÉÊ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÅÌ), É ÄÁÖÅ ÄÅÌÁÌÁ ÏÞÅÎØ×ËÕÓÎÙÅ ÂÕÔÅÒÂÒÏÄÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ×ÓÅ ×ÍÅÓÔÅ �ÏÅÄÁÌÉ ÎÁ �ÅÒÅÍÅÎËÁÈ. ÷ÓÀ ÜÔÕÎÅÍÁÌÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ÏÎÁ ÄÅÌÁÌÁ Ó ÕÌÙÂËÏÊ É ÂÅÚ ×ÉÄÉÍÙÈ ÕÓÉÌÉÊ; ×ÏÏÂÝÅ, ÍÎÅ ×ÓÅ-ÇÄÁ ËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÅÅ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÚÁÎÑÔÉÑÈ É �ÅÒÅÍÅÎËÁÈ ÓÏÚÄÁ×ÁÌÏ ÕÄÉ-×ÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉÑÔÎÕÀ, ÔÅ�ÌÕÀ É ÄÏÍÁÛÎÀÀ ÏÂÓÔÁÎÏ×ËÕ. ðÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÉ ÂÙÌÉ ÅÀÏÓ×ÏÂÏÖÄÅÎÙ ÏÔ ×ÓÅÈ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÂÏÔ; �ÒÉ ÜÔÏÍ, ÓÁÍÏ ÓÏÂÏÊ ÒÁÚÕÍÅÌÏÓØ, ÞÔÏÄÅÎÅÇ ÚÁ ÒÁÂÏÔÕ ÎÉËÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÎÅ �ÏÌÕÞÁÌ (ÔÏÞÎÏ ÎÅ ÚÎÁÀ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÓÏ ÓÔÕ-ÄÅÎÔÏ× ÓÏÂÉÒÁÌÉÓØ ÎÅÂÏÌØÛÉÅ ×ÚÎÏÓÙ ÎÁ ËÓÅÒÏËÏ�ÉÉ É ÔÏÍÕ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÒÁÓÈÏÄÙ).



24 úÁ ÍÏÉ Ä×Á ÇÏÄÁ ÒÁÂÏÔÙ × îÁÒÏÄÎÏÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ, Ñ �ÒÏÞÅÌ ËÕÒÓ ÌÅË�ÉÊ�Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. ïÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ×ÅÌ æÕËÓ, Á ÁÌÇÅÂÒÕ | ÓÎÁÞÁÌÁ áÌÅËÓÅÊ âÒÏÎÉÓÌÁ×Ï×ÉÞ óÏ-ÓÉÎÓËÉÊ, Á ÚÁÔÅÍ | ÍÏÊ ÓÔÁÒÙÊ ÄÒÕÇ É ÏÄÎÏËÁÛÎÉË �Ï ÛËÏÌÅ É ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÕâÏÒÉÓ æÅÊÇÉÎ.îÁÄ ×ÙÂÏÒÏÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÍÏÅÇÏ ËÕÒÓÁ �ÒÉÛÌÏÓØ �ÒÉÚÁÄÕÍÁÔØÓÑ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏ-ÒÏÎÙ, ÏÂÝÉÊ ÚÁÍÙÓÅÌ ÓÏÓÔÏÑÌ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÏÓÎÏ×Ù ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÁÎÁÌÉÚÁ, ÎÅ ×ÄÁ×ÁÑÓØ ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ÂÏÌÅÅ �ÒÏÄ×ÉÎÕÔÙÅ ÔÅÍÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÎÁÛÉÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× × ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÂÕÞÁÌÏÓØ ÎÁ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁÈ �ÒÉ-ËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÄÏÂÒÏÔÎÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ×ÕÚÁÈ, É ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ Ó×ÅÄÅÎÉÑÍÉ�Ï ÁÎÁÌÉÚÕ ÕÖÅ ÏÂÌÁÄÁÌÏ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÎÁ �ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ� ÕÒÏ×ÎÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÒÏ-ÉÔØ ËÕÒÓ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÍÅÈÍÁÔÓËÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÄÌÑ �ÅÒ×ÏËÕÒÓÎÉËÏ× ÍÎÅÎÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ: Ñ ÂÏÑÌÓÑ, ÞÔÏ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÂÙÓÔÒÏ ÕÔÒÁÔÑÔ ÉÎÔÅÒÅÓ, ÒÅÛÉ×, ÞÔÏ Ñ ÎÅÓÏÏÂÝÁÀ ÉÍ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ. íÏÊ ×ÙÈÏÄ ÉÚ ÜÔÏÊ ÄÉÌÅÍÍÙ ÓÏÓÔÏÑÌ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ�Ï�ÙÔÁÔØÓÑ �ÏÄÁÔØ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÙÅ ÉÄÅÉ × ÎÏ×ÏÊ Õ�ÁËÏ×ËÅ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÊ Õ�Á-ËÏ×ËÉ, Ñ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ ÉÄÅÉ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ×:�ïÓÎÏ×Ù ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ� ö. äØÅÄÏÎÎÅ, �äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ� á. ëÁÒÔÁÎÁ, É ÄÁÖÅ �æÕÎË�ÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ� î. âÕÒÂÁËÉ (ÄÁ �ÒÏÓÔÉÔ ÍÅÎÑ ÷. é. áÒÎÏÌØÄ). ðÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÄÈÏ-ÄÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÒÁÎÏ,ÞÔÏ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÏÓÎÏ×Ù ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÒÁÂÏÔÁÑ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÁÖÅ ÚÎÁËÏÍÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ �ÏÌÕÞÁÀÔ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÅ ÏÓ×ÅÝÅ-ÎÉÅ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÌÕÞÛÅ Ï�ÅÎÉÔØ É �ÒÏÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÌÏÇÉËÕÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×. îÅ ÍÎÅ ÓÕÄÉÔØ ÏÂ ÕÓ�ÅÈÅ ÜÔÏÊ �Ï�ÙÔËÉ. ÷Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÎÅËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÌÉ ÍÏÊ ËÕÒÓ Ó ÉÎÔÅÒÅÓÏÍ É �ÏÎÉÍÁÎÉÅÍ.ñ ÇÏÒÖÕÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ ÍÏÅÇÏ ËÕÒÓÁ �ÒÅÏÄÏÌÅÌÉ ×ÓÅ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÑÉ ÓÔÁÌÉ ÕÓ�ÅÛÎÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ-�ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌÁÍÉ: áÌÅËÓÅÊ âÅÌÏ×-ëÁÎÅÌØ,áÒËÁÄÉÊ âÅÒÅÎÛÔÅÊÎ, ÷ÉËÔÏÒ çÉÎÚÂÕÒÇ (ÔÏÔ, ÞÔÏ × óÁÎÔÁ ëÒÕÚ), æ£ÄÏÒ íÁ-ÌÉËÏ×, áÎÄÒÅÊ òÅÚÎÉËÏ×, íÉÈÁÉÌ ûÁ�ÉÒÏ. . . (�ÒÏÛÕ �ÒÏÝÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ËÏÇÏ-ÔÏ ÎÅÕ�ÏÍÑÎÕÌ). îÁÄÅÀÓØ, ÞÔÏ × ÉÈ ÕÓ�ÅÈÁÈ ÅÓÔØ É ÍÏÊ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ×ËÌÁÄ; ÎÏ ÎÅÓÒÁ×-ÎÅÎÎÏ Â�ÏÌØÛÉÍ ÏÎÉ ÏÂÑÚÁÎÙ âÅÌÌÅ áÂÒÁÍÏ×ÎÅ.úÁÎÑÔÉÑ îÁÒÏÄÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÌÉÓØ ÂÅÓ�ÅÒÅÂÏÊÎÏ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÎÅ-ÓËÏÌØËÉÈ ÌÅÔ, �ÏËÁ ÎÅ ÎÁÓÔÕ�ÉÌÁ ÂÅÚÖÁÌÏÓÔÎÁÑ ÒÁÓ�ÒÁ×Á. îÅÓËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË, Ó×Ñ-ÚÁÎÎÙÈ Ó îÁÒÏÄÎÙÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏÍ, ×ËÌÀÞÁÑ ëÁÎÅ×ÓËÏÇÏ É óÅÎÄÅÒÏ×Á, ÂÙÌÉ ÁÒÅ-ÓÔÏ×ÁÎÙ × ÉÀÎÅ 1982 ÇÏÄÁ. á 23 ÓÅÎÔÑÂÒÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ÇÏÄÁ ÔÒÁÇÉÞÅÓËÉ �ÏÇÉÂÌÁ âÅÌ-ÌÁ áÂÒÁÍÏ×ÎÁ. îÁÓËÏÌØËÏ ÍÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á ÅÅ ÇÉÂÅÌÉ (ÕÂÉÊÓÔ×Á?)ÎÅ ×ÙÑÓÎÅÎÙ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ. íÏÇÕ ÔÏÌØËÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó ËÅÍ ÂÙ Ñ ÜÔÏ ÎÉ ÏÂÓÕÖÄÁÌ,ÎÉËÔÏ ÉÚ ÍÏÉÈ ÄÒÕÚÅÊ É ËÏÌÌÅÇ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÏÄ×ÅÒÇÁÌ ÎÉ ÍÁÌÅÊÛÅÍÕ ÓÏÍÎÅÎÉÀ,ÞÔÏ ÅÅ ÕÂÉÊÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÏ ëçâ. úÁÞÅÍ? åÓÌÉ ×ÌÁÓÔÉ ÈÏÔÅÌÉ ËÁË ÍÏÖÎÏÂÙÓÔÒÅÊ É ÂÅÚ ÌÉÛÎÅÇÏ ÛÕÍÁ �ÒÉËÒÙÔØ îÁÒÏÄÎÙÊ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ, ÔÏ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑÏÔ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ, ×ÙÄÁ× ÅÅ ÓÍÅÒÔØ ÚÁ ÎÅÓÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÂÙÌÏ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÜÔÏÇÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ. ëÁË Ñ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌ, ÎÁ ÎÅÊ ×Ó£ ÄÅÒÖÁÌÏÓØ.ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, Ñ �ÏÞÔÉ ÎÉÞÅÇÏ Ï ÎÅÊ ÎÅ ÚÎÁÌ (É ÍÁÌÏ ÞÔÏ ÕÚÎÁÌ × ÔÅÞÅÎÉÅÎÁÛÅÇÏ ÎÅÄÏÌÇÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á), ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ËÏÎÞÁÌÁ ÍÅÈÍÁÔ É ÂÙÌÁ



÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ âÅÌÌÕ áÂÒÁÍÏ×ÎÕ 25ÏÄÎÏËÕÒÓÎÉ�ÅÊ æÕËÓÁ. åÅ ÔÅ�ÌÏÔÁ, ÓÅÒÄÅÞÎÏÓÔØ É Ï�ÔÉÍÉÚÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÒÁÓ�ÏÌÁ-ÇÁÌÉ Ë ÎÅÊ É ÚÁÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÅÂÑ Ó ÎÅÊ ÌÅÇËÏ É �ÒÏÓÔÏ. ë ÓÔÕÄÅÎÔÁÍîÁÒÏÄÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÏÎÁ ÏÔÎÏÓÉÌÁÓØ �Ï-ÍÁÔÅÒÉÎÓËÉ É, ÎÁÓËÏÌØËÏ Ñ ÍÏÇÕ ÓÕ-ÄÉÔØ, ×ÙÚÙ×ÁÌÁ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÔÅ�ÌÏÅ ÏÔ×ÅÔÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. ïÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÑ îÁÒÏÄÎÏÇÏõÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÁ ÏÔ ÎÅÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÍÕÖÅÓÔ×Á É ÒÅÛÉÍÏÓÔÉ, Á �ÏÄÄÅÒÖÁ-ÎÉÅ ÅÇÏ ÎÁ �ÌÁ×Õ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÓÅÒØÅÚÎÙÈ ÕÓÉÌÉÊ; ÏÄÎÁËÏ × ÅÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÉÎÅ ÂÙÌÏ ÎÉ ÓÌÅÄÁ ×ÁÖÎÏÓÔÉ, �ÏÚÙ ÉÌÉ ÒÉÓÏ×ËÉ. îÁ ÆÏÎÅ ×ÓÅÏÂÝÅÊ ÈÁÌÔÕÒÙ, ×Ï-�ÁÒÉ×ÛÅÊÓÑ × ÔÅ ÇÏÄÙ × ÓÏ×ÅÔÓËÏÍ ÏÂÝÅÓÔ×Å, ÓÁÍ ÆÁËÔ ÞÅÔËÏÊ É ÂÅÓ�ÅÒÅÂÏÊÎÏÊÒÁÂÏÔÙ îÁÒÏÄÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÎÏÊ ÕÓÉÌÉÑÍÉ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ, ÄÁ-×ÁÌ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ (ÄÁ É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ ÔÏÖÅ) ×ÁÖÎÙÊ ÕÒÏË �ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌÉÚÍÁ ÉÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.ñ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÓÕÄØÂÅ ÚÁ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï É ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Ï Ó ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊÖÅÎÝÉÎÏÊ. äÌÑ ÍÅÎÑ ÏÎÁ ÎÁ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÒÁ×ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÏÍ�ÁÓÏÍ, Á ÍÏÑ ÒÁ-ÂÏÔÁ × îÁÒÏÄÎÏÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ | �ÒÅÄÍÅÔÏÍ ÇÏÒÄÏÓÔÉ É ÓÌÁ×ÎÙÈ ×ÏÓ�ÏÍÉÎÁÎÉÊ.ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÜËÚÁÍÅÎÁ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ(1 ËÕÒÓ, 1 ÓÅÍÅÓÔÒ, 1980{1981 ÕÞ. Ç.)1. ñÚÙË ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×. íÎÏÖÅÓÔ×Á, ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ.2. íÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×. �ÅÏÒÅÍÙ ëÁÎÔÏÒÁ {âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ É ëÁÎÔÏÒÁ. óÞÅÔÎÙÅ É ÎÅ-ÓÞÅÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.3. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. áËÓÉÏÍÙ É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÎÉÈ. ðÒÉÎ�É� áÒÈÉÍÅÄÁ. �ÅÏÒÅÍÁÏ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ.4. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. �ÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ.5. íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÒÉÍÅÒÙ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ. òÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ.6. ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ûÁÒÙ, ÓÆÅÒÙ, ÄÉÁÍÅÔÒ,ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ. ïÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ É×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ. �ÏÞËÉ �ÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÉÑ É �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ.7. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. òÁÚÌÉÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ. òÁ×-ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ. çÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ.8. ðÒÅÄÅÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �Ï �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ. ðÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÒÅÄÅÌØ-ÎÙÅ ÔÏÞËÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.9. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. ðÏÌÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ�ÏÌÎÏÔÙ. ðÒÉÍÅÒÙ.10. ðÏÌÎÏÔÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. �ÅÏÒÅÍÁ Ï �Ï�ÏÌÎÅÎÉÉ.11. ðÒÅÄËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.12. ëÏÍ�ÁËÔÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÒÅÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÊ.13. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ. ÷ÅÒÈÎÉÊ É ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÙ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. éÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ (ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ×ÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÏ×).



2614. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÂÒÁÚÅ ËÏÍ�ÁËÔÁ. óÌÅÄÓÔ×ÉÑ. �ÅÏÒÅÍÁ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ.ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ: ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ; ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ.15. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.16. ó×ÑÚÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ó×ÑÚÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍÏÂÒÁÚÅ Ó×ÑÚÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. �ÅÏÒÅÍÁ âÏÌØ�ÁÎÏ. óÌÅÄÓÔ×ÉÑ.17. ëÒÉÔÅÒÉÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ. ìÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ó×ÑÚÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÄ×ÕÈ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. îÅÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÓÔß ÏÔÒÅÚËÁ É Ë×ÁÄÒÁÔÁ. ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÙ. ïÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á R.18. íÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á. ëÏÒÅÎØ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ.19. ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ, ÓÔÅ�ÅÎÎÁÑ É �ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.20. þÉÓÌÏ e. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ. éÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ e.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ(1 ËÕÒÓ, 2 ÓÅÍÅÓÔÒ, 1980{1981 ÕÞ. Ç.)I. îÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ É ÂÁÎÁÈÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ É ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÒÉÍÅÒÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ, ç£ÌØÄÅÒÁ, àÎÇÁ.2. ðÒÉÍÅÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (`p, `∞, 
0), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÅÇÏ ÂÁÎÁÈÏ×ÏÓÔÉ).3. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. óÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.4. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏ-×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. �ÅÏÒÅÍÁ æ. òÉÓÓÁ: ÛÁÒ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅËÏÍ�ÁËÔÅÎ.5. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. �ÅÏÒÅÍÁ âÁÎÁÈÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÉ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ.II. òÑÄÙ6. òÑÄÙ × ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ëÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÓÈÏÄÉ-ÍÏÓÔØ. áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. áÂÓÏÌÀÔÎÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á. ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ. �ÅÏÒÅ-ÍÁ ÏÂ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏ×.7. ðÒÉÚÎÁËÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ: �ÒÉÚÎÁË ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ,ÜÔÁÌÏÎÎÙÅ ÒÑÄÙ∑ 1=n�. ðÒÉÚÎÁËÉ ëÏÛÉ É ä'áÌÁÍÂÅÒÁ, ÉÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅlimn→∞

n√n!=n.8. óÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ. òÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ {áÄÁÍÁÒÁ. îÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓÈÏ-ÄÉÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ËÒÕÇÅ, ÉÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔØ.9. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ, ÅÅ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á. óÉÎÕÓ É ËÏÓÉÎÕÓ, ÆÏÒÍÕÌÁ üÊ-ÌÅÒÁ.10. õÓÌÏ×ÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ. óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍ. ðÒÉÚÎÁËÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ äÉ-ÒÉÈÌÅ É ìÅÊÂÎÉ�Á. �ÅÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ. óÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÎÅÅ.



÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ âÅÌÌÕ áÂÒÁÍÏ×ÎÕ 27III. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ11. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ (×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ). ðÒÁ×ÁÑ É ÌÅ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ: ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÊ É ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.12. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÑÈ ÄÌÑ ×ÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. �ÅÏÒÅÍÙ òÏÌÌÑ, ìÁÇÒÁÎÖÁ É ëÏÛÉ É ÉÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. ðÒÁ×ÉÌÏìÏ�ÉÔÁÌÑ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×: ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ï ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÍ ÓÒÅÄÎÅÍ.13. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÑÈ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÊ. óÌÅÄÓÔ×ÉÑ. óÌÕÞÁÊ ÆÕÎË-�ÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.14. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔÉ �ÒÅÄÅÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÁÎÁ-ÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.15. óÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ. þÉÓÌÏ �. ëÏÒÎÉ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.IV. ðÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ16. ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ� �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÊ. �ÅÏÒÅÍÁ Ï�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÊ �ÒÅÄÅÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ.17. óÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÅ É �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. èÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.óÌÅÄÓÔ×ÉÑ: Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÈ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ.18. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ × R. ó×ÑÚØ Ó ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÏÍ òÉÍÁÎÁ. �ÅÏÒÅÍÁ îØÀÔÏÎÁ {ìÅÊÂÎÉ�Á. ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×: ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ,ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍ, ÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ.19. äÌÉÎÁ ËÒÉ×ÏÊ. îÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ. îÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.20. ðÒÉÍÉÔÉ×ÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É ÔÁÂÌÉÞÎÙÅ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÙ. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ eax ·(sin bx)p ·(
os 
x)q. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ∫ �=20 sinn xdx.æÏÒÍÕÌÁ ÷ÁÌÌÉÓÁ.21. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÄÒÏÂÉ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÌÏÇÁ-ÒÉÆÍ. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.V. ÷ÙÓÛÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ22. ÷ÙÓÛÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ, ÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉ�Á, ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ�Ï ÞÁÓÔÑÍ n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ: �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ eax ·xn, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙìÅÖÁÎÄÒÁ.23. ÷Ù�ÕËÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á. ëÒÉÔÅÒÉÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ.çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. ÷Ù�ÕËÌÏÓÔØ ex É ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ï ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ.24. æÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ: ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ,Ï�ÅÎËÉ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ. æÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÁ. òÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ.25. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ ez, sin z, 
os z × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ Ó Ï�ÅÎËÏÊ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ.âÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ln(1 + x), ar
tg x É ar
sin x.



28VI. üÊÌÅÒÏ×Ù ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ26. üÊÌÅÒÏ×Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 
tg z. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÓÕÍÍ ∑∞n=1 1n2k .27. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. ëÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ëÒÉÔÅÒÉÉ ÓÈÏ-ÄÉÍÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ∏∞n=1R(n), ÇÄÅ R(x) | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.28. üÊÌÅÒÏ×Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ sin z. åÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ ÷ÁÌÌÉÓÁ.29. �-ÆÕÎË�ÉÑ: ÆÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ �(x) �ÒÉ x > 0: �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ln �(x).ëÏÎÓÔÁÎÔÁ üÊÌÅÒÁ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ
∞∏n=1 (1 + a1n )(1 + a2n ) : : : (1 + akn )

(1 + b1n )(1 + b2n ) : : : (1 + bkn ) :æÏÒÍÕÌÁ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ(2 ËÕÒÓ, 1 ÓÅÍÅÓÔÒ, 1981{1982 ÕÞ. Ç.)I. îÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× (ÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍ).2. ðÒÉÚÎÁËÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× (ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, �ÒÉÎ-�É� ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÜÔÁÌÏÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ).3. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×,ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ.4. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ É ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ.îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁ-ÌÏ×, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ.5. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ äÉÒÉÈÌÅ ∫∞0 sinxx dx.6. üÊÌÅÒÏ× ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÌÑ �-ÆÕÎË�ÉÉ. éÎÔÅÇÒÁÌ çÁÕÓÓÁ.7. âÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ üÊÌÅÒÁ. òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ�-ÆÕÎË�ÉÀ.II. ìÏËÁÌØÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.8. ìÏËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ. óÌÁÂÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ.9. óÉÌØÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ.10. ïÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. ðÏÒÑÄÏË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. O- É o- ÓÉÍ×ÏÌÉËÁ.11. ûËÁÌÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÇÌÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ É ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ,�ÒÉÍÅÒÙ É �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.12. óÕÍÍÁ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ.13. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÉÌØÎÙÈ É ÓÌÁÂÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ.14. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ.15. çÌÁ×ÎÁÑ ÞÁÓÔØ × ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÊ. ðÒÉÍÅÒÙ.



÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ âÅÌÌÕ áÂÒÁÍÏ×ÎÕ 2916. ïÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÒÑÄÏ× Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ.17. þÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ. æÏÒÍÕÌÁ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ üÊÌÅÒÁ {íÁËÌÏÒÅÎÁ.18. ó×ÏÊÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× âÅÒÎÕÌÌÉ.19. ï�ÅÎËÁ ÏÓÔÁÔËÁ × ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ {íÁËÌÏÒÅÎÁ. áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ.20. æÏÒÍÕÌÁ óÔÉÒÌÉÎÇÁ.III. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ21. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ É �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, �ÒÉÍÅÒÙ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.22. æÕÎË�ÉÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. þÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÅ, ÍÁÔÒÉ�Á ñËÏÂÉ.23. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ É ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. õÓÌÏ×ÉÑ ëÏÛÉ {òÉÍÁÎÁ.24. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÑÈ. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ �ÒÅÄÅÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÞÁÓÔ-ÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ.25. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ó �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ �ÒÅÄÅÌÁÍÉ.26. �ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÒÉÎ�É� ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.27. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÎÇÅ.28. ÷ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ.29. ÷ÙÓÛÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. ó×ÏÊÓÔ×Á É �ÒÉÍÅÒÙ.30. æÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ.



30
ïÂ ÉÓÔÏÒÉÉ îÁÒÏÄÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁá. âÅÌÏ×-ëÁÎÅÌØ á. òÅÚÎÉËÏ×úÄÅÓØ ÍÙ �ÕÂÌÉËÕÅÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÖÉÚÎÉ �Ï-ËÏÌÅÎÉÑ, ÒÏÄÉ×ÛÅÇÏÓÑ × ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÙÅ ÇÏÄÙ, É ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Ó�Å�ÉÆÉÞÅÓËÉÍ ÔÒÕÄ-ÎÏÓÔÑÍ, ÎÅÓ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÁÛÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ.ðÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ �îÁÒÏÄÎÙÊ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ� (ÉÌÉ �å×ÒÅÊÓËÉÊ îÁÒÏÄÎÙÊ õÎÉ×ÅÒ-ÓÉÔÅÔ�) ÂÙÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÎÅÏÆÉ�ÉÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ËÕÒÓÙ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á×ÛÉÅ× íÏÓË×Å × ÎÁÞÁÌÅ 1980-È ÇÏÄÏ×. ëÕÒÓÙ ÂÙÌÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ × 1978 ÇÏÄÕ âÏÒÉÓÏÍéÌØÉÞÏÍ ëÁÎÅ×ÓËÉÍ, ÷ÁÌÅÒÉÅÍ áÎÁÔÏÌØÅ×ÉÞÅÍ óÅÎÄÅÒÏ×ÙÍ É âÅÌÌÏÊ áÂÒÁÍÏ×-ÎÏÊ óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÏÊ. úÁÎÑÔÉÑ × îÁÒÏÄÎÏÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ ÂÙÌÉ ÂÅÓ�ÌÁÔÎÙÍÉ É ÏÔ-ËÒÙÔÙÍÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÖÅÌÁÀÝÉÈ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÍÅÈÍÁÔÁ).éÄÅÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ îÁÒÏÄÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ Õ â. á. óÕÂÂÏÔÏ×ÓËÏÊ É÷. á. óÅÎÄÅÒÏ×Á �ÒÉ Ï�ÒÏÓÅ ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÏ× | ÖÅÒÔ× �ÒÉÅÍÎÏÊ ËÏÍÉÓÓÉÉ ÍÅÈÍÁ-ÔÁ. ÷ 1978 ÇÏÄÕ, �ÒÑÍÏ ÎÁ ÓÔÕ�ÅÎÑÈ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, ÉÚ ÎÉÈ ÖÅ ÂÙÌÎÁÂÒÁÎ �ÅÒ×ÙÊ �ÏÔÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÓÔÁ×ÉÌ 14 ÞÅÌÏ×ÅË. úÁÎÑÔÉÑ �ÒÏÈÏÄÉÌÉ × ÍÁ-ÌÅÎØËÏÊ Ä×ÕÈËÏÍÎÁÔÎÏÊ Ë×ÁÒÔÉÒÅ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ. ìÅË�ÉÉ �Ï ÁÎÁÌÉÚÕ ÎÁÞÁÌÞÉÔÁÔØ ÷. á. óÅÎÄÅÒÏ×, Á ÚÁÔÅÍ ÂÙÌ �ÒÉÇÌÁÛÅÎ á. í. ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÏÓÎÏ×ÎÏÍ É ×ÅÌ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÏÔÏËÅ ÞÉÔÁÌÉ ÌÅË�ÉÉ á. â. óÏ-ÓÉÎÓËÉÊ, é. ó. ëÒÁÓÉÌØÝÉË É ÷. ÷. ìÙÞÁÇÉÎ, Á á. ÷. âÏÞÁÒÏ×, ó. ÷. äÕÖÉÎ Éá. ÷. óÁÍÏÈÉÎ ×ÅÌÉ ÓÅÍÉÎÁÒÓËÉÅ ÚÁÎÑÔÉÑ.îÁÂÏÒÙ 1979{1981 ÇÏÄÏ× ÂÙÌÉ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÉÂÏÌÅÅ 100 ÞÅÌÏ×ÅË ËÁÖÄÙÊ. ìÅË�ÉÉ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, �ÒÏÈÏÄÉÌÉ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÎ-ÓÔÉÔÕÔÁÈ É ÛËÏÌÁÈ íÏÓË×Ù ÏÄÉÎ ÉÌÉ Ä×Á ÒÁÚÁ × ÎÅÄÅÌÀ. äÌÑ ÚÁËÁÚÁ ÁÕÄÉÔÏÒÉÊÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ëÕÒÓÙ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ Ë×ÁÌÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ×Å-ÞÅÒÎÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÛËÏÌ�. òÁÓ�ÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÏÄÉÎ ÄÅÎØ ÚÁÎÑÔÉÊ ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÉÚÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÌÅË�ÉÊ É ÓÅÍÉÎÁÒÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÊ.îÁ �ÏÔÏËÅ 1979 ÇÏÄÁ ÎÁÂÏÒÁ ËÕÒÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÞÉÔÁÌ á. ûÅÎØ(ÏÎ ÂÙÌ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ËÕÒÁÔÏÒÏÍ ×ÓÅÇÏ ËÕÒÓÁ), ÁÌÇÅÂÒÕ ÞÉÔÁÌ ÷. á. çÉÎÚÂÕÒÇ. ðÏÚ-ÖÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÌÉÓØ ÷. â. ûÅÈÔÍÁÎ É å. ó. âÏÖÉÞ. ïÔÄÅÌØÎÙÅ ÌÅË�ÉÉ ÞÉÔÁÌÉÓØó. ç. óÍÉÒÎÏ×ÙÍ, é. î. âÅÒÎÛÔÅÊÎÏÍ É ÷. ç. ëÁÎÏ×ÅÅÍ.îÁÂÏÒ 1980 ÇÏÄÁ ÂÙÌ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌ × ÎÁÞÁÌÅ ÂÏÌÅÅ 120ÞÅÌÏ×ÅË, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÇÏÄÁ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏËÏÌÏ 60-ÔÉ. ìÅË�ÉÉ �Ï ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÞÉÔÁÌ ä. â. æÕËÓ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ á. ÷. úÅ-ÌÅ×ÉÎÓËÉÊ, Á ÁÌÇÅÂÒÕ | ÓÎÁÞÁÌÁ á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊ, Á ÚÁÔÅÍ â. ì. æÅÊÇÉÎ. óÅÍÉ-ÎÁÒÓËÉÅ ÚÁÎÑÔÉÑ �Ï ÁÎÁÌÉÚÕ ×ÅÌÉÓØ â. é. ëÁÎÅ×ÓËÉÍ, Á å. í. ëÕÚÎÉ�ËÉÍ ÂÙÌÁ�ÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÓÅÒÉÑ ÚÁÎÑÔÉÊ �Ï ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ.÷ ÒÁÚÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÌÅË�ÉÉ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÏÔÏËÅ ÂÙÌÉ �ÒÏÞÉÔÁÎÙ é. î. âÅÒÎ-ÛÔÅÊÎÏÍ, á. â. óÏÓÉÎÓËÉÍ, ä. ìÅÊÔÅÓÏÍ É �ÏÓÅÔÉ×ÛÉÍ íÏÓË×Õ ä. íÉÌÎÏÒÏÍ. îÁíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(30{31)



ïÂ ÉÓÔÏÒÉÉ îÁÒÏÄÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ 31ÓÔÁÒÛÉÈ ËÕÒÓÁÈ ÂÙÌ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎ (ä. â. æÕËÓÏÍ, á. ÷. úÅÌÅ×ÉÎÓËÉÍ É â. ì. æÅÊ-ÇÉÎÙÍ) ÒÁÂÏÞÉÊ ÓÅÍÉÎÁÒ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ ÄÏ ×ÅÓÎÙ 1983 ÇÏÄÁ.ðÏÔÏË 1981 ÇÏÄÁ ÂÙÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÎÅÅ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ É ÓÏÓÔÁ×ÉÌ ÏËÏÌÏ 100ÞÅÌÏ×ÅË. îÁ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÌÅË�ÉÉ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÞÉÔÁÌ á. ì. ïÎÉÝÉË, �ÏÏÂÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ á. ç. ëÕÌÁËÏ×, Á �Ï ÁÎÁÌÉÚÕ á. ûÅÎØ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ Ë×ÁÒÔÉÒÅ âÅÌÌÙ áÂÒÁÍÏ×ÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÓÔÁÒÛÉÈËÕÒÓÏ× Ó ÒÁÚÎÙÈ �ÏÔÏËÏ× ÓÌÕÛÁÌÉ ÌÅË�ÉÉ à. î. �ÀÒÉÎÁ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊÉ í. ó. íÁÒÉÎÏ×Á �Ï ÆÉÚÉËÅ.ðÏÓÌÅ ÁÒÅÓÔÁ ÷. á. óÅÎÄÅÒÏ×Á É â. é. ëÁÎÅ×ÓËÏÇÏ É ÔÒÁÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÉÂÅÌÉ âÅÌÌÙáÂÒÁÍÏ×ÎÙ ÏÓÅÎØÀ 1982 ÇÏÄÁ ÚÁÎÑÔÉÑ × îÁÒÏÄÎÏÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ �ÏÞÔÉ �ÒÅËÒÁ-ÔÉÌÉÓØ. úÁÎÑÔÉÑ Ó ÏÓÔÁ×ÛÉÍÉÓÑ ÓÌÕÛÁÔÅÌÑÍÉ ×ÅÌÉÓØ å. í. ëÕÚÎÉ�ËÉÍ ÄÏ ×ÅÓÎÙ1983 ÇÏÄÁ, ÅÍÕ �ÏÍÏÇÁÌÉ ÷. í. çÁÌØ�ÅÒÉÎ É í. ò. óÏÌÏ×ÅÊÞÉË.óÏÇÌÁÓÎÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÓÏÂÒÁÔØ, × ÒÁÚÎÏÅ ×ÒÅÍÑ × îÁ-ÒÏÄÎÏÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÌÉ å. ó. âÏÖÉÞ, á. ÷. âÏÞÁÒÏ×, á. í. ÷ÉÎÏÇÒÁ-ÄÏ×, ÷. í. çÁÌØ�ÅÒÉÎ, ÷. á. çÉÎÚÂÕÒÇ, ó. ÷. äÕÖÉÎ, á. ÷. úÅÌÅ×ÉÎÓËÉÊ, â. é. ëÁ-ÎÅ×ÓËÉÊ, é. ó. ëÒÁÓÉÌØÝÉË, å. í. ëÕÚÎÉ�ËÉÊ, á. ç. ëÕÌÁËÏ×, ÷. ÷. ìÙÞÁÇÉÎ,í. ó. íÁÒÉÎÏ×, á. ì. ïÎÉÝÉË, á. ÷. óÁÍÏÈÉÎ, ÷. á. óÅÎÄÅÒÏ×, í. ò. óÏÌÏ×ÅÊÞÉË,á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊ, à. î. �ÀÒÉÎ, â. ì. æÅÊÇÉÎ, ä. â. æÕËÓ, á. ûÅÎØ É ÷. â.ûÅÈÔ-ÍÁÎ. ïÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÑ ÚÁÎÑÔÉÊ ÌÅÖÁÌÁ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÎÁ âÅÌÌÅ áÂÒÁÍÏ×ÎÅ óÕÂÂÏÔÏ×-ÓËÏÊ, î. å. óÏÈÏÒ É â. é. ëÁÎÅ×ÓËÏÍ. íÙ �ÒÉÎÏÓÉÍ ÉÚ×ÉÎÅÎÉÑ ÅÓÌÉ ÉÍÅÎÁ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ ÍÙ ÎÅ ÓÍÏÇÌÉ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÙ ÚÁÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ×ÏÓ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ (ÄÁÖÅ ÏÔÒÙ×ÏÞÎÙÅ) É ÌÀÂÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ, ÉÍÅ-ÀÝÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë îÁÒÏÄÎÏÍÕ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÕ. ðÒÏÓØÂÁ �ÒÉÓÙÌÁÔØ ÉÈ ÄÌÑ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ �Ï ÁÄÒÅÓÕ: íÏÓË×Á, 119002, âÏÌØÛÏÊ ÷ÌÁÓØÅ×ÓËÉÊ�ÅÒÅÕÌÏË, ÄÏÍ 11, �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ� ÉÌÉ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ �ÏÞÔÏÊ ÎÁÁÄÒÅÓÁ: kanel�m

me.ru, reznikov�math.biu.a
.il.íÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÒÅÄÏÓÔÁ×É×ÛÅÊÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÇÌÕÂÏËÕÀ ÂÌÁÇÏ-ÄÁÒÎÏÓÔØ ÌÅËÔÏÒÁÍ É ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÁÍ ÚÁ ÉÈ ÓÁÍÏÏÔ×ÅÒÖÅÎÎÙÊ �ÏÓÔÕ�ÏË, ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÏÓÔÁ×ÉÌ ÇÌÕÂÏËÉÊ ÓÌÅÄ × �ÁÍÑÔÉ ×ÓÅÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× îÁÒÏÄÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.



îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ
�ÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈñ. âÒÉÎËÈÁÕÓ ÷.à. ðÒÏÔÁÓÏ×ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍ É ÍÁËÓÉÍÕÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÁÓ ×�ÅÒ×ÙÅ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔ-ÓÑ × ÛËÏÌÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ É ×ÓÔÕ�ÉÔÅÌØÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÁÈ, ÇÄÅ ÏÎÉ, �ÏÄ-ÞÁÓ, �ÏÍÉÍÏ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ É ÓÏÏÂÒÁÚÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ,ÔÒÅÂÕÀÔ �ÏÉÓËÁ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ �ÕÔÅÊ ÒÅÛÅÎÉÑ. úÄÅÓØ ÍÙ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏËÒÁÓÉ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔØ Ó×ÏÊ ÍÅÔÏÄ. úÁÔÅÍ, × ÉÎ-ÓÔÉÔÕÔÅ, ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÚÎÁËÏÍÑÔ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÁ ÚÁÎÑÔÉÑÈ �ÏÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ. á ÔÕÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ: ÅÓÔØ ÍÅÔÏÄÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏÒÅÛÅÎÉÑ, ÎÏ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏ ËÒÁÓÉ×ÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ×. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ,ÒÕÔÉÎÎÙÅ. ëÁÖÄÙÊ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÚÎÁÅÔ, ËÁË ÔÒÕÄÎÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÕÂÅÄÉÔØ ÓÔÕÄÅÎÔÁ(ÏÓÏÂÅÎÎÏ | Õ×ÌÅÞÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÍÅÔÏÍ) �ÅÒÅËÌÀÞÉÔØÓÑ ÎÁ ÎÏ×ÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ,É ÎÅ �ÙÔÁÔØÓÑ ÒÅÛÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ��Ï-ÛËÏÌØÎÏÍÕ�.÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÜËÓËÕÒÓ × ÔÅÏÒÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ-ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ (ÉÍÅÎÎÏ Ó ÎÉÈ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÕÒÓÙ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ×ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ), �ÅÌÉËÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÁÈ É ÚÁÄÁÞÁÈ, Ó ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ ÔÅÏ-ÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÊ. ðÒÉÍÅÒÙ É ÚÁÄÁÞÉ ÓÏÂÉÒÁÌÉÓØ Á×ÔÏÒÁÍÉ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏ-ÇÉÈ ÌÅÔ, �ÒÉ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ËÕÒÓÏ× ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ É ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÈÓ�Å�ÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ íÏÓË×Ù (íçõ É îíõ) É îÉÄÅÒÌÁÎÄÏ× (ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÉÔÅÔÙ òÏÔÔÅÒÄÁÍÁ, äÅÌØÆÔÁ É õÔÒÅÈÔÁ). ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ÕÂÅÖÄÅÎÉÀ, ËÁÖÄÙÊ ÕÎÉ-×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÊ ËÕÒÓ ÄÏÌÖÅÎ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ ÔÒÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ: ÎÁÕÞÉÔØ, ÕÂÅÄÉÔØÉ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉÍÅÒÙ É ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÉÎÔÅ-ÒÅÓÎÙÍÉ, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ (É ÜÔÏ ÔÒÕÄÎÅÅ ×ÓÅÇÏ!) | ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÙÍÉ. ëÁÖÄÙÊ �ÒÉÍÅÒÄÏÌÖÅÎ �ÏÄÞÅÒËÉ×ÁÔØ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ. á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ | �ÏËÁÚÙ×ÁÔØ,ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ËÒÁÓÉ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ,ÍÏÇÕÔ ÒÅÛÁÔØÓÑ × ÒÁÍËÁÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× �ÒÏÝÅ, ËÒÁÓÉ×ÅÅ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÅÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÎÏ×ÙÅÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÔÁÒÙÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÅÍ.îÁÞÎÅÍ Ó ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ �ÛËÏÌØÎÙÍÉ� ÍÅÔÏÄÁÍÉ: �ÒÉÎ�É� æÅÒ-ÍÁ (�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÔÏÞËÅ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ) �ÌÀÓ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ(ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ Ï ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(32{55)



�ÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ 33ËÏÍ�ÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å) | ÜÔÏ ÔÅÍÁ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ 1. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÏÂÒÁ-ÔÉÍÓÑ Ë ×Ù�ÕËÌÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ. ÷ ÔÒÅÔØÅÍ | Ë ÚÁÄÁÞÁÍ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ, ÒÅÛÁ-ÅÍÙÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÁ×ÉÌÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ. óÒÅÄÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ �ÒÉÍÅ-ÒÏ× | ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÏÓÎÏ×ÎÁÑÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÓÑÍ, ÔÅÏÒÅÍÁâÉÒËÇÏÆÁ É Ô. Ä., ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÚÁËÏÎ óÎÅÌÌÉÕÓÁ Ï �ÒÅ-ÌÏÍÌÅÎÉÉ Ó×ÅÔÁ, ÚÁÄÁÞÉ äÉÄÏÎÙ, æÁÎØÑÎÏ, �ÏÒÉÞÅÌÌÉ, ÓÅÔÉ ûÔÅÊÎÅÒÁ É Ô. Ä.),ÔÁË É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÁÌÇÅÂÒÙ É ÁÎÁÌÉÚÁ, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÉ,�ÒÅÄÌÁÇÁ×ÛÉÅÓÑ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÈ É ÛËÏÌØÎÙÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ. îÅÓËÏÌØ-ËÏ �ÒÉÍÅÒÏ× ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÜËÏÎÏÍÉËÉ ÓÏÂÒÁÎÙ × ÏÔÄÅÌØÎÙÊ �ÁÒÁÇÒÁÆ.ëÁÖÄÙÊ �ÁÒÁÇÒÁÆ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó ËÏÒÏÔËÏÇÏ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ××ÅÄÅÎÉÑ.÷ ÓÔÁÔØÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ 50 ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÏËÏÌÏ ÔÒÅÔÉÉÚ ÎÉÈ | ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÙÅ. îÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÓÔÁÔØÑ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ �ÒÅ�ÏÄÁ-×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÏ× É ÕÞÅÎÉËÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈÛËÏÌ. 1. ðÒÉÎ�É� æÅÒÍÁæÕÎË�ÉÉ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. íÅÔÏÄ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÒÉÎ�É�ÏÍ æÅÒÍÁ, ÏÂ-ÝÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ: ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÅÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏÍÉÎÉÍÕÍÁ (ÍÁËÓÉÍÕÍÁ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f ′(x) = 0. ïÂ ÜÔÏÍ ÅÝÅ ÄÏ æÅÒÍÁ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ:�ðÏ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÍÅÓÔÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÂÙ×ÁÎÉÅ ×ÎÁÞÁÌÅ ÎÅÞÕ×-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ� (éÏÇÁÎÎ ëÅ�ÌÅÒ).ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ: ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ: ÆÕÎË�ÉÑ x3 × ÔÏÞËÅ x = 0.þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÒÅÛÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f ′(x) = 0,ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÓÅ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ��ÏÄÏÚÒÉÔÅÌØÎÙÍÉ� ÎÁ ÜËÓÔÒÅ-ÍÕÍ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ: ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. âÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ, É �ÒÉÍÅÍ ÅÇÏ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑÓÒÅÄÉ ��ÏÄÏÚÒÉÔÅÌØÎÙÈ� | ÌÉÂÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ, ÌÉÂÏ ËÏÎ�Å×ÙÈ. �ÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÙÍ�ÅÒÅÂÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ É ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.úÁÄÁÞÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ðÒÉÎ�É� æÅÒÍÁ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑ-ÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÂÅÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f(x), ÇÄÅ x = (x1; : : : ; xn) ∈ Rn, ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f ′(x) = 0 ⇔ fxj (x1; : : : ; xn) = 0; 1 6 j 6 n:õÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÚÄÅÓØ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ. äÁÌÅÅ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ (ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ), ÚÁÍÅÎÉ× × ÎÅÊ �ÏÔÒÅÚÏË [a; b℄� ÎÁ �ËÏÍ-�ÁËÔ A × Rn� | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �úÁÍËÎÕÔÏÅ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ Ó×ÏÉ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ.



34 ñ. âÒÉÎËÈÁÕÓ, ÷.à. ðÒÏÔÁÓÏ×åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍ ÉÝÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å? îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ×ÓÅÍ Rn? á ÅÓÌÉ | ÎÁ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b)? ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅÓ×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÏÇÕÔ �ÏÍÏÞØ. þÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÕÔ �ÒÏÓÔÙÍÉ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ÞÉÔÁÔÅÌÑ.ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f : Rn → R ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, É �ÒÉ ÜÔÏÍ f(x) → +∞ �ÒÉ
|x| =√x21 + : : :+ x2n → ∞, ÔÏ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ Rn.ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f : (a; b) → R ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É f(x) → +∞ �ÒÉ x → aÉ �ÒÉ x→ b, ÔÏ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b).�ÁË ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÕÍ. îÁÞÎÅÍ ÓÏÄÎÏÇÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ.ðÒÉÍÅÒ 1. úÁËÏÎ óÎÅÌÌÉÕÓÁ. ìÕÞ Ó×ÅÔÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ Ä×ÕÈÓÒÅÄ, ×ÈÏÄÑ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ �, É ×ÙÈÏÄÑ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ � (ÏÂÁ ÕÇÌÁ ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÔÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÇÒÁÎÉ�Å). �ÏÇÄÁ sin�va = sin �vb , ÇÄÅ va É vb | ÓËÏÒÏÓÔÉ Ó×ÅÔÁ × ÜÔÉÈÓÒÅÄÁÈ.òÅÛÅÎÉÅ. óÞÉÔÁÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ, ÞÔÏ ÌÕÞ Ó×ÅÔÁ �ÒÉ Ó×ÏÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÏÔ ÏÄ-ÎÏÊ ÔÏÞËÉ Ë ÄÒÕÇÏÊ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÔÁËÏÊ �ÕÔØ, ÄÌÑ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �ÕÔÅÍ. (üÔÏÔ�ÒÉÎ�É� × Ï�ÔÉËÅ ÔÁËÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ æÅÒÍÁ.) åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÎÁ ÌÕÞÅ ÔÏÞËÉ A É B �ÏÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù, Á ÓÁÍÕ ÇÒÁÎÉ�Õ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ l, �ÏÌÕÞÉÍ ÚÁÄÁÞÕÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍ:

{f(M) = AMva + BMvb → min;M ∈ l: (1)�ÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÌÅÍÍÁ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ M0.�Å�ÅÒØ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ f . ëÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ? íÏÖÎÏ ×Ù-ÒÁÚÉÔØ ÓÁÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ f �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ, ÉÌÉ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ËÏÓÉÎÕÓÏ×, ÚÁÔÅÍÎÁÊÔÉ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ. õÄÏÂÎÅÅ, ÏÄÎÁËÏ, (É ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÁÒÁÄÏËÓÁÌØ-ÎÙÍ), ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ f ÎÅ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÌÉÎÉÉ, Á ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ×ÓÅÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′ (ÇÒÁÄÉÅÎÔ) ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ AM × ÔÏÞËÅ M Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ×ÅËÔÏÒÏÍ ua ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÓÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÍ Ó ×ÅËÔÏÒÏÍ −−→AM . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ×ÅËÔÏÒ ub | �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÄÌÉÎÙ BM . éÔÁË, f ′ = ua=va+ub=vb. ðÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÏÊ l | ÜÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ f ′ ÎÁ ÜÔÕ �ÒÑÍÕÀ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f ′(M) = sin�va |ua| − sin �vb |ub|:îÏ ÅÓÌÉ M0 | ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÔÏ f ′(M0) = 0. á �ÏÓËÏÌØËÕ |ua| = |ub| = 1,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ sin�va = sin �vb .úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, É ÄÁÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÏÝÅ, ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Ó×ÅÔÁ: ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. îÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ



�ÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ 35Ä×Å �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ A É B �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ l É ÒÅÛÉÔØ ÜËÓÔÒÅ-ÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ (1) �ÒÉ va = vb. ëÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÂÅÚ×ÓÑËÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ �ÒÑÍÏÊ l. ïÄÎÁËÏ, Õ ÎÁÛÅÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ÅÓÔØ, ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ, Ä×Á �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÏÎ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ va 6= vb (Á ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ�ÒÏÓÔÏ!). ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, É ÜÔÏ ÓÁÍÏÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ, ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔ ÎÅÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÎÏ É ×ÓÅ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎË�ÉÉ f . �ÁË, ÍÙ ÄÏ-ËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ (1) ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÕÀ ÔÏÞËÕ, É ÜÔÁÔÏÞËÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ sin�=va = sin�=vb. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ × ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÉÚ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.ðÒÉÍÅÒ 2. �ÅÏÒÅÍÁ âÉÒËÇÏÆÁ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉ-×ÏÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÅÊ ×Ù�ÕËÌÕÀ ÆÉÇÕÒÕ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÌÌÉÁÒÄ Ón ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (ÂÉÌÌÉÁÒÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊËÒÉ×ÏÊ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ó ËÒÉ×ÏÊ ÒÁ×ÎÙÅÕÇÌÙ).òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊËÒÉ×ÏÊ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÍÙ �ÏÚ×ÏÌÉÍÓÏÓÅÄÎÉÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁÊ-ÄÅÔÓÑ ÔÏÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÅÒÉÍÅÔÒ. ïÎ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏÍ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ (× �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÂÁ×ÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, �ÅÒÉÍÅÔÒÏÔ ÜÔÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ). ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÒÉ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ A1; A2; A3 É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ËÒÉ×ÏÊ × ÔÏÞËÅ A2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, l = {A2 + tu,t ∈ R}, ÇÄÅ u ∈ R2, |u| = 1 | ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ �ÒÑÍÏÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÏÔ-ÒÅÚËÉ A2A1 É A2A3 ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ó l ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ. �ÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉf(t) = f(M) = A1M + A2M , ÇÄÅ M = A2 + tu, ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÔÏÞËÅ t = 0(ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1). ðÒÉ t → 0 ÉÍÅÅÍ f(t) = f(0) + f ′(0)t+ o(t), ÇÄÅ o(t), ËÁË ÏÂÙÞÎÏ,ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÕÀ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó t. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,l | ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ N ËÒÉ×ÏÊ, ÂÌÉÚËÏÊ Ë A2, ÉÍÅ-ÅÍ f(N) = f(t)+ o(t), ÇÄÅ M = A2+ tu | ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë N ÔÏÞËÁ �ÒÑÍÏÊ l. éÔÁË,f(N) = f(0) + f ′(0)t + o(t). îÏ �ÏÓËÏÌØËÕ f ′(0) 6= 0, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÉ N , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(N) > f(0) = f(A2), Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ ÎÁÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ âÉÒËÇÏÆÁ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ! ëÒÉ×ÁÑÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ, ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ, ÉÎÁÞÅ ÂÉÌÌÉ-ÁÒÄÁ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÒÉ×ÁÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÁÑ ÔÕ�ÏÕÇÏÌØ-ÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ. ðÏÞÅÍÕ? åÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉÍÅÅÔ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÉÚ ÔÒÅÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÔÏ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÔ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ ×ÙÓÏÔ(�ÒÉÍÅÒ 8), Á ÄÌÑ ÔÕ�ÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ä×Á ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÔÒÅÈ ÌÅÖÁÔ ×ÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. âÉÌÌÉÁÒÄÙ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ × ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁ-ÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÍÅÈÁÎÉËÅ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [11℄). ïÎÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ × ÆÁÚÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. íÙ



36 ñ. âÒÉÎËÈÁÕÓ, ÷.à. ðÒÏÔÁÓÏ××ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ×�ÉÓÁÎÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉ-ÁÒÄÏÍ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÉÌÌÉÁÒÄ (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ) ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ, Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ �ÅÒÉÍÅÔÒÕ (ÚÁÄÁÞÁ æÁÎØÑÎÏ,�ÒÉÍÅÒ 8). üÔÏ ÍÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅÍ. îÏ ÄÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁË × ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÍ, ÔÁË É × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏ-ÍÕ �ÏÌÏÖÅÎÉÀ ×ÅÒÛÉÎ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ �Ï ×ÅÒÛÉÎÁÍÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. üÔÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÒÉÎ�É�Ï× ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉ-ËÉ (�ÒÉÎ�É� çÁÍÉÌØÔÏÎÁ): Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÄÏÌØÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ÇÄÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍÓÁÍÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ËÁË �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÏÓØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ-ÍÉ XVIII ×ÅËÁ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [10℄.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. æÏËÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÌÌÉ�ÓÁ. ìÕÞ Ó×ÅÔÁ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÆÏËÕ-ÓÁ ÜÌÌÉ�ÓÁ, ÏÔÒÁÚÉ×ÛÉÓØ ÏÔ ÅÇÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, �Ï�ÁÄÁÅÔ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÆÏËÕÓ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÌÀÂÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÄÁÎÎÏÇÏÜÌÌÉ�ÓÁ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉ�ÓÁ. ëÁË Ó×ÑÚÁÎ ÜÔÏÔ ÜÌÌÉ�Ó Ó ÉÓ-ÈÏÄÎÙÍ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÆÏËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ É �Á-ÒÁÂÏÌÙ.ðÒÉÍÅÒ 3. þÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ �ÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊÄÌÉÎÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÕÇÌÁ.òÅÛÅÎÉÅ. ìÅÍÍÁ 1 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ AB, Á ÄÁÎÎÕÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ | ÞÅÒÅÚ M .ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ M ÄÒÕÇÏÊ ÏÔÒÅÚÏË A′B′ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÕÇÌÁ. ðÕÓÔØÆ | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ A′B′ É AB. æÕÎË�ÉÑ f(Æ) = A′B′ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓ×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÔÏÞËÅ Æ = 0, �ÏÜÔÏÍÕ f ′(0) = 0. ðÕÓÔØ � = ∠KAB, � = ∠KBA,ÇÄÅ K | ×ÅÒÛÉÎÁ ÕÇÌÁ, ðÒÉÍÅÎÉ× ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÉÎÕÓÏ× Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ MBB′ ÉMAA′, �ÏÌÕÞÉÍMB′ =MB sin �sin(� + Æ) ; MA′ =MA sin�sin(� − Æ) ;ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �f = A′B′ −AB =MB′ +MA′ −MB −MA ==MB( sin �sin(� + Æ) − 1)+MA( sin�sin(�− Æ) − 1) == −MB 2 sin Æ2 
os(� + Æ2)sin(� + Æ) +MA2 sin Æ2 
os(� − Æ2)sin(� − Æ) :éÔÁË, �f�Æ = −
2 sin Æ2Æ 

MB 
os(� + Æ2)sin(� + Æ) −MA
os(� − Æ2)sin(�− Æ)  :



�ÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ 37ðÏÓËÏÌØËÕ 2 sin Æ2Æ → 1 �ÒÉ Æ → 0, É �ÒÉ ÜÔÏÍ
os(� + Æ2)sin(� + Æ) → 
tg �; 
os(�− Æ2)sin(� − Æ) → 
tg�;�ÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ f ′(0) = −MB 
tg � +MA 
tg�:îÏ ÔÁË ËÁË f ′(0) = 0, ÔÏ ÄÌÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ AB �ÏÌÕÞÁÅÍMB 
tg � =MA 
tg�:ëÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï? ï�ÕÓÔÉÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒKH ÎÁ AB. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ HB=HA = 
tg �= 
tg�. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,MA=MB = 
tg �= 
tg�, �ÏÜÔÏÍÕ MA = HB, MB = HA. éÔÁË,ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ ÏÔÒÅÚÏË AB ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:�ÒÏÅË�ÉÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÌÁ ÎÁ AB ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÔÏÞËÅ M ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ AB.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ðÏÞÅÍÕ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÌÉÓØ ÌÉÛØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÌÉ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ AB, Á ÎÅ ÄÁÌÉ Ó�ÏÓÏÂÁ ÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ? äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑÉ ÌÉÎÅÊËÉ. éÍÅÎÎÏ �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÁ ��ÒÏÓÔÁÑ� ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÌØÇÒÏÍÏÚÄËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÙÍ ËÏÒÏÔËÉÍ ÉÚ ×ÓÅÈ,ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Á×ÔÏÒÁÍ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [15℄).åÓÌÉ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÔÁËÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÈÏÄÉÌÏ ÂÙ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊÏÔÒÅÚÏË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÔÏ ÏÎÏ ÇÏÄÉÌÏÓØ ÂÙ É ÄÌÑ �ÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ. åÓÌÉ ÕÇÏÌ K�ÒÑÍÏÊ, ÔÏMA=MB = 
tg �= 
tg� = 
tg(�2 −�)= 
tg� = tg2 �. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,MA=MB = tg 
= tg�, ÇÄÅ 
 | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ KM É KA. éÔÁË, tg� = 3√tg 
. ðÏ-ÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË AB ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÊÔÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÞÉÓÌÁ tg 
. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ,ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ.÷ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÔÁËÏÅ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ, ËÏÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÔÏÌØËÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ (ÍÁËÓÉÍÕÍÁ), Á ÎÅ ÎÁÊÔÉÅÅ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ (ÚÁÄÁÞÉ 15{17 É 38{40).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ, ÏÔÒÅÚÁÔØÏÔ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ �ÌÏÝÁÄÉ. îÁÊÄÉÔÅ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅ-ÎÉÅ, ÔÁË É ÒÅÛÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ. ëÁËÏÅ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÏÝÅ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. �Ï ÖÅ, ÎÏ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ. îÁÊÄÉÔÅ ËÁËÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÁË É ÒÅÛÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÄÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ, ÏÔÒÅ-ÚÁÔØ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Á) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ; Â) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. þÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÒÑÍÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÓÕÍÍÁ KA +KB ÂÙÌÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ (K | ×ÅÒÛÉÎÁ ÕÇÌÁ, A É B | ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ�ÒÑÍÏÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÕÇÌÁ.)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ× ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÁÎÁÌÉÚÁ.



38 ñ. âÒÉÎËÈÁÕÓ, ÷.à. ðÒÏÔÁÓÏ×ðÒÉÍÅÒ 4. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÉÍÅÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊËÏÒÅÎØ.òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(z), É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ
|p(z)| ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ Ä×ÕÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y, ÇÄÅ z = x + yi.ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ~z = (~x; ~y). îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, Ó ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, �ÏÌÁ-ÇÁÅÍ ~z = 0. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(z) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÎÏÌØ. ðÕÓÔØ k | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ�ÒÉ zk × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ p(z) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ. �ÏÇÄÁ p(z) = a0 + akzk + : : :+ anzn, k > 1 Éak 6= 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, a0 6= 0, �ÏÓËÏÌØËÕ a0 = p(0) = p(~z) 6= 0. �Å�ÅÒØ ×ÏÚØÍÅÍ ÏÄÎÏÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ u ∈ C ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ a0 + akzk = 0, Ô. Å. ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊk-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÞÉÓÌÁ −a0a−1k . ðÏÌÕÞÁÅÍ

|p(tu)| = |a0 + ak(tu)k + o(tk)| = |(1− tk)a0 + o(tk)| < |a0| = |p(0)|;ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ t > 0. ðÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ: �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ~z = 0|ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÄÌÑ |p(z)|. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. ðÒÉÎ�É� ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ÆÕÎË�ÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊz, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f(z) = ∞∑k=0 akzk) × ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÍ ËÒÕÇÅ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ× ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. ðÒÉÎ�É� ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÍÉ �ÏÌÕÞÅ-ÎÙ 5 �ÁÒ ÞÉÓÅÌ (xi; yi); 1 6 i 6 5: (1; 2), (2; 5), (4; 7), (6; 10), (8; 14). íÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÄÏÂÒÁÔØÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ y = ax+ b, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙ ×ÙÒÁÖÁÌÁ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ × ÜÔÉÈ�ÁÒÁÈ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÄÉÎ ÉÚ Ó�ÏÓÏÂÏ× | ×ÙÂÒÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁË×ÁÄÒÁÔÏ× f(a; b) = ∑5i=1(yi − axi − b)2 ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. ðÒÉÎ�É� ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÉÌÏÖÅ-ÎÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ �ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ�. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ: ÎÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) = |Ax − b| ÎÁ ×ÓÅÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn. úÄÅÓØ A | ÚÁÄÁÎÎÁÑ m× n-ÍÁÔÒÉ�Á, Á b ∈ Rm | ÄÁÎÎÙÊ ×ÅË-ÔÏÒ; ÎÏÒÍÁ Å×ËÌÉÄÏ×Á |x| = m∑i=1x2i . üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÌÅÍÍÁ 1),�ÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ.ðÒÉÍÅÒ 5. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. ðÒÉÎ�É� ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈË×ÁÄÒÁÔÏ× �ÒÉÂÌÉÖÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞËÁÈ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ�ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. á ÞÔÏ, ÅÓÌÉ �ÒÉÂÌÉÖÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏ-ËÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ? é ÎÅ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË, Á ÎÁ �ÅÌÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ? ëÁËÏÊ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ? îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÅÊÌÏÒÁ �ÒÉÂÌÉÖÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÀÌÉÛØ × ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ, ÎÁÍ ÖÅ ÎÕÖÎÏ �ÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÅÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. ë ÓÏ-ÖÁÌÅÎÉÀ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ × ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÞÅÎØ ×ÅÌÉËÉ. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÅÌÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ ÞÕ×ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÍÁÌÙÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÙÞÎÏ ÄÅÌÁÀÔ ÔÁË: ÄÌÑ



�ÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ 39ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ k > 0 ÒÅÛÁÅÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ b∫a ∣∣pk(x)∣∣2 dx → min, ÇÄÅpk | ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k > 0 ÍÙ �ÒÉÂÌÉÖÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ �ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÌØ�ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ k. îÁÉÌÕÞÛÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ pk ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉìÅÖÁÎÄÒÁ. úÁÔÅÍ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× pk.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÅÖÁÎÄÒÁ p2(t) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1℄, Ô. Å. ÒÅÛÉ-ÔÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ∫ 1
−1(t2 + x2t+ x1)2 dt.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÅÖÁÎÄÒÁ p3(t) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1℄.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. æÏÒÍÕÌÁ òÏÄÒÉÇÅÓÁ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÅÖÁÎÄÒÁ pk(t)ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1℄ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅpk(t) = n!(2n)! dn(dt)n (t2 − 1)n: (2)ðÏÄÓËÁÚËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ pk ÏÒÔÏ-ÇÏÎÁÌÅÎ ×ÓÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ1∫

−1 tr pk(t) dt = 0; 0 6 r 6 k − 1:äÁÌÅÅ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (2) ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ.2. ÷Ù�ÕËÌÙÅ ÚÁÄÁÞÉæÕÎË�ÉÉ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕË-ÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1; x2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf(x1 + x22 )
6

12f(x1) + 12f(x2):åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1 6= x2, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ×Ù�ÕËÌÏÊ. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚ-ËÅ, ÔÏ ÕÄÏÂÎÙÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÅÅ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÔÏÒÏÊ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ: f ′′(x) > 0. åÓÌÉ ÖÅ ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ×ÅÚÄÅÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÌØÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ), ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÁ. äÌÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁ-ÄÁÞ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÕÄÏÂÎÙ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ Ä×ÕÍ Ó×ÏÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ:. ìÀÂÏÊ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÍÉ-ÎÉÍÕÍÏÍ ÎÁ ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ.. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ×Ù�ÕËÌÁ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÓÔÉ f ′(x̂) = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÏÌØËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÅ x̂, ÎÏ É ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÙÍ.äÌÑ ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:



40 ñ. âÒÉÎËÈÁÕÓ, ÷.à. ðÒÏÔÁÓÏ×. óÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÉÎ�É� ÍÁËÓÉÍÕÍÁ:ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÇÄÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÜÔÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á.æÕÎË�ÉÉ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÓÌÕ-ÞÁÅ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ä×Á ÏÔÌÉÞÉÑ: ×ÅÚÄÅ ÏÔÒÅÚÏË ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ×Ù�ÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ(×Ù�ÕËÌÙÊ ËÏÍ�ÁËÔ), Á ÔÁËÖÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ f ′′ > 0 ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÕÓÌÏ-×ÉÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊÉÚ ×ÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. ÷×ÉÄÕ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ, ÍÙÎÅ ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ, Á ÂÕÄÅÍ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÎÏÇÉÈ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (ÞÔÏ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× ÇÏÒÁÚÄÏ �ÒÏÝÅ).ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É Ï ×Ù�ÕËÌÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈÓÍ. [2, 3℄.ðÒÉÍÅÒ 6. äÁÎ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÏÔ-ÒÅÚËÏ×, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ É ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÎ�Ù ÎÁÇÒÁÎÉ�Å ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ.îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÁËÏÊ �ÛËÏÌØÎÙÊ� ×ÉÄ É ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔØ ÜÔÏ-ÇÏ ÆÁËÔÁ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÎÅ�ÒÏÓÔÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ×ÓÔÒÅÔÉÔØ ×ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÉÚÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÁÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÏÌÅÚÎÙÊ ÆÁËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÇÏÄÉÔÓÑ É × ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ:ìÅÍÍÁ 3. äÁÎÁ �ÒÑÍÁÑ a É ÔÏÞËÁ P , ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÎÅÊ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÔÏÞËÉ M ∈ a ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ a É ÏÔÒÅÚËÏÍPM . �ÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ PM Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÕÇÌÁ �.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ï�ÕÓÔÉÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÉÚ P ÎÁ �ÒÑÍÕÀ a (�ÕÓÔØ h |ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ) É ×ÙÒÁÚÉÍ MP = f(�) = hsin� . þÉÔÁÔÅÌØ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ �ÒÏ×ÅÒÉÔ, ÞÔÏf ′′(�) > 0.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ � ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÊ ÏÔÒÅÚËÏÍMP Ó ÌÀÂÙÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ, É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 3 ÏÓÔÁÌÏÓØ ÂÙ×ÅÒÎÙÍ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÓÄ×ÉÇ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÓÔÒÏÇÕÀ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ).÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë �ÒÉÍÅÒÕ 6.òÅÛÅÎÉÅ �ÒÉÍÅÒÁ 6. ðÕÓÔØ P | ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, M É N |ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÒÉÞÅÍ ÏÔÒÅÚÏË MN �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ P .ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ � | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÅÚËÏÍ MP É ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ. õÇÌÙ �1 É �2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ � ∈ [�1; �2℄. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3 ÏÂÅ ÆÕÎË�ÉÉ f1(�) = MP É f2(�) = NPÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [�1; �2℄, ÚÎÁÞÉÔ É ÉÈ ÓÕÍÍÁ f1+f2 =MN ÔÁËÖÅ ÓÔÒÏ-ÇÏ ×Ù�ÕËÌÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎ�Å ÏÔÒÅÚËÁ, Ô. Å., ÎÁÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.éÚ ÌÅÍÍÙ 3 ÍÏÖÎÏ �ÚÁÄÁÒÏÍ� �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÑÄ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÔÁËÏÅ:



�ÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ 41óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. âÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ �ÏÌÕÓÕÍÍÙ ÓÔÏÒÏÎ, ÍÅÖ-ÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎÁ ÚÁËÌÀÞÅÎÁ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉf (�1 + �22 ) < 12 (f(�1) + f(�2))Ë ÆÕÎË�ÉÉ f(�) =MP .úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. ðÏÌÅÚÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 3: ÆÕÎË�ÉÑ f(�) == lnMP ÔÁËÖÅ ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
(lnMP)′′ = (ln hsin�)′′ = (− 
tg�)′ = 1= sin2 � > 0:õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎÁ ÚÁËÌÀÞÅÎÁ.÷ÓÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÔÏÞËÅ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏÄ×ÕÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. ïÔ×ÅÔ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ÓÉÍÍÅÔ-ÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ. á ËÁËÏ× ÂÕÄÅÔ ÏÔ×ÅÔ, ÅÓÌÉ ÔÏÞÅË ÎÅ Ä×Å, Á ÔÒÉ? á ÅÓÌÉÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ: ÄÌÑ ËÁËÏÊ ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊÄÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ? îÁËÏÎÅ�, ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: îÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, × Rn), ÓÕÍÍÁ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ m ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. óËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ÍÉÎÉÍÕÍÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, É ËÁË ÉÈ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ? òÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ É ÍÎÏÇÉÈÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞ Ï�ÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÌÅÍÍÕ:ìÅÍÍÁ 4. Á) ðÕÓÔØ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ A1; : : : ; Am ∈ Rn, m > 3, ÎÅ ×ÓÅ ÌÅÖÁÔÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. �ÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊf(M) = A1M + : : :+AmMÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÔÏÞËÉ M ∈ Rn.Â) ðÕÓÔØ A1; : : : ; Am ∈ Rn, m > 2 | ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, É H | ÁÆÆÉÎÎÁÑ �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ × Rn, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ f(M) == A1M + : : :+AmM , M ∈ H , ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÁ ÎÁ H.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ �ÕÎËÔ Á), ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Â) �ÏÌÎÏÓÔØÀÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. îÕÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅËM1;M2 ∈ Rn×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(M) < 12(f(M1) + f(M2)), ÇÄÅ M | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁM1M2. ðÏÓËÏÌØËÕAjM |ÍÅÄÉÁÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁM1AjM2, ÅÅ ÄÌÉÎÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÉÔ 12 (AjM1 +AjM2), �ÒÉÞÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÔÒÏÇÏÅ, ÅÓÌÉ Aj ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊM1M2. óÌÏÖÉ× ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÔ j = 1 ÄÏm É ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈÓÔÒÏÇÏÅ (ÔÁË ËÁË ÎÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ Aj ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.ðÒÉÍÅÒ 7. �ÏÞËÁ æÅÒÍÁ {�ÏÒÉÞÅÌÌÉ. åÓÌÉ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ2�=3, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÉÄÎÙ�ÏÄ ÕÇÌÏÍ 2�=3.



42 ñ. âÒÉÎËÈÁÕÓ, ÷.à. ðÒÏÔÁÓÏ×òÅÛÅÎÉÅ. ïÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ TÉ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÓÕÍÍÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ. �ÁË ËÁË ×ÓÅ ÕÇÌÙABC ÍÅÎØÛÅ 2�=3, ÔÏ T ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ f(M) = MA +MB +MC ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ M = T ;ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÔÒÅÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏ-ÒÁÍ AT;BT É CT . �ÁË ËÁË ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÒÁ×ÎÙ 2�=3, ÔÏ ÉÈÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. éÔÁË, f ′(T ) = 0. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÔÒÏÇÕÀ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f ,ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ T | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎË�ÉÉ f .ðÒÉÍÅÒ 8. úÁÄÁÞÁ æÁÎØÑÎÏ. ÷�ÉÓÁÔØ × ÄÁÎÎÙÊ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉË ABC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ (ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ABC ÄÏÌÖÎÁÌÅÖÁÔØ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).òÅÛÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉË (Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC). ðÕÓÔØ A′, B′,C ′ | ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ A′; B′ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ g(C ′) == A′C ′ + B′C ′. åÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚËÉ A′C ′; B′C ′ ÏÂÒÁÚÕÀÔÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ Ó �ÒÑÍÏÊ AB (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó Ä×ÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÕÍÍÁ-ÍÉ. éÔÁË, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ f(A′; B′; C ′) = A′B′ + B′C ′ + C ′A′ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚËÉ A′B′; B′C ′; C ′A′ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. óÔÏÒÏÎÙ ÏÒÔÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ. �ÏÇÄÁÉÚ ÓÔÒÏÇÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f (ÌÅÍÍÁ 4) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÚÁÄÁÞÕ æÁÎØÑÎÏ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÌÑ ËÁËÉÈÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ×�ÉÓÁÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É ÂÕÄÅÔÌÉ ÏÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. ÷ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÁÎÙ ÔÒÉ �Ï�ÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÅ-ÓÑ �ÒÑÍÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÔÏÞÅË A;B;C (�Ï ÏÄÎÏÊÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÔÒÅÈ �ÒÑÍÙÈ ÏÂÒÁÚÕÅÔÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (AB É ACÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ Ó �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A É Ô. Ä.)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ m ÔÏÞÅË. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ ÜÔÉ ÔÏÞËÉÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ m ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ×M , ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ Ë ÜÔÉÍ ÔÏÞËÁÍ, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ? óËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË M ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17. ðÕÓÔØM | ÔÏÞËÁ ×ÎÕÔÒÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏ ×ÅÒÛÉÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ Ò£ÂÒÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ×ÉÄÎÙ ÉÚ ÔÏÞËÉ M �ÏÄ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ Ä×ÕÈ ÜÔÉÈÕÇÌÏ× ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÁÑÔÏÞËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (�Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÏÎÁ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 18. þÅÔÙÒÅ ÄÅÒÅ×ÎÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ4 ËÍ.öÉÔÅÌÉ ÈÏÔÑÔ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÉÈ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÄÏÒÏÇ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÄÅÒÅ×ÎÉ ÍÏÖÎÏÂÙÌÏ �ÒÏÅÈÁÔØ × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ. ïÎÉ ÓÏÂÒÁÌÉ ÄÅÎØÇÉ ÎÁ 11 ËÍ ÄÏÒÏÇÉ. è×ÁÔÉÔ ÌÉ ÜÔÏÇÏ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ðÁÕË Ó×ÑÚÁÌ ×ÓÅ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ëÁËÏ×Á �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÄÌÉÎÁ �ÁÕÔÉÎÙ? äÁÄÕÔ



�ÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ 43ÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÞÅÔÙÒÅ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó �ÅÎÔÒÏÍ, ÉÌÉ �ÁÕË ÓÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉÓØÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÏÊ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 20. óÅÔØÀ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË A1; : : : ; An ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉ-ÓÔÅÍÁ ÏÔÒÅÚËÏ× (ÇÒÁÆ), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ É ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀÄÌÉÎÕ.ðÒÉÍÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÞÔÏ ÓÅÔØ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁÔÏÞÅË. �ÏÞËÉ A1; : : : ; An ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ | ÌÏÖÎÙÍÉ.a) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÔØ ûÔÅÊÎÅÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ, Ô. Å. ÏÎÁ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÕÔÅÊ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ×ÅÒÛÉÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÕÔØ, ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ;b) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÌÏÖÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÅÔÉ ûÔÅÊÎÅÒÁ ×ÙÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ 3ÏÔÒÅÚËÁ, �ÒÉÞÅÍ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÒÁ×ÎÙ 2�=3;
) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÑÔ 1; 2 ÉÌÉ 3 ÏÔÒÅÚËÁ.÷ ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2�=3, × ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÕÇÌÙÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÒÁ×ÎÙ 2�=3;d) �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÅÔØ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (ÓÒÁ×ÎÉÔÅ Ó Õ�ÒÁÖ-ÎÅÎÉÅÍ 18). äÌÑ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÊ ÔÒÁ�Å�ÉÉ. äÌÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÌÑ �ÒÁ-×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ (ÓÒÁ×ÎÉÔÅ Ó Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 19). äÌÑ ËÕÂÁ.íÙ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÍ ÜÔÏÔ �ÁÒÁÇÒÁÆ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ áÄÁÍÁÒÁ x ∗ y ÔÏÞÅË x; y ∈ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁÓ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x1y1; : : : ; xnyn) ∈ Rn, ÇÄÅ xi; yi | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x É y.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 21. ðÕÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ P É D Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑÍÉ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ × Rn. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ (ÔÏÞËÕ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ áÄÁÍÁÒÁ ÔÏÞËÉ ÉÚ P É ÔÏÞËÉ ÉÚ D.ðÏÄÓËÁÚËÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Rn ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀÚÁÄÁÞÕ fx(p; d) = pT · d− xT · ln(p ∗ d) → min; p ∈ P; d ∈ D; p > 0n; d > 0n:úÄÅÓØ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ: ln v = (ln v1; : : : ; ln vn)T ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈÔÏÞÅË v. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ: x > 0n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ xi > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ÏÔ 1ÄÏ n.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. éÚ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÏ�ÏÌ-ÎÑÀÝÅÊ ÎÅÖÅÓÔËÏÓÔÉ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ-ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ p ∈ P É d ∈ D, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ pidi = 0, 1 6 i 6 n (ÓÍ.ÔÁËÖÅ [9℄). 3. ðÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁëÁÖÄÙÊ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ/ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎË�ÉÉ f0(x1; : : : ; xn), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÔÉ�Á ÒÁ×ÅÎÓÔ× fi(x1; : : : ; xn) = 0, 1 6 i 6 m, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
Lxj (x) = 0; 1 6 j 6 m;



44 ñ. âÒÉÎËÈÁÕÓ, ÷.à. ðÒÏÔÁÓÏ×ÇÄÅ L = L(x; �) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ ∑mi=0 �ifi(x) ÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ � = (�0; : : : ; �m), ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ (�ÒÁ-×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ fi ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÍ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÜÔÏÊ ÎÅÏ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÏÓÔÉ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ �0 ÒÁ×ÎÏ ÌÉÂÏ 0, ÌÉÂÏ 1, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÔÏÌØËÏ ÜÔÉÄ×Á ÓÌÕÞÁÑ. üÔÏ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ �i. éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÍ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ �0 = 1 É ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ �0 = 0ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÌÕÞÁÊ �0 = 0 ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÄÁ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕ-ÍÁ, ÏÄÎÁËÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÜÔÏ ËÒÁÊÎÅ ÒÅÄËÏ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, × ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ.óÍÙÓÌ �ÒÁ×ÉÌÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÚÂÅ-ÖÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÖÁÔØ m �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÞÉÓÌÁ x1; : : : ; xn ÞÅÒÅÚÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á fi(x) = 0, i = 1; : : : ;m. ïÂÙÞÎÏ�ÒÁ×ÉÌÏ ìÁÇÒÁÎÖÁ �ÒÏÝÅ × ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ, ÞÅÍ ÍÅÔÏÄ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ,ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÏÎÏ ÞÁÓÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÎÑÔØ ÓÍÙÓÌ É �ÒÉÒÏÄÕ ÒÅÛÅÎÉÑ.ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ.ðÒÉÍÅÒ 9. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉf(x; y) = 5x2 + 2xy + 3y2�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ g(x; y) = 7x2 + 2xy + 4y2 − 3 = 0:òÅÛÅÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ g(x; y) = 0, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÒÁÚÉÔØ y ÞÅÒÅÚx (ÉÌÉ x ÞÅÒÅÚ y). ïÄÎÁËÏ �ÒÑÍÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅf ′(x; y(x)) = 0 �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÛÅÓÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ | ÄÁÖÅ ËÄ×ÕÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ, ÉÚ-ÚÁ ÚÎÁËÁ ± �ÅÒÅÄ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ y(x).þÔÏÂÙ ÜÔÏÇÏ ÉÚÂÅÖÁÔØ, �ÏÓÔÕ�ÁÅÍ �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ: ÓÏÈÒÁÎÑÅÍ ÏÂÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x; yÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ: L = f(x; y) + �g(x; y). äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ �Ï x É �Ï y,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ {10x+ 2y + �(14x+ 2y) = 0;6y + 2x+ �(8y + 2x) = 0:÷ÙÒÁÖÁÑ � ÉÚ ÏÂÅÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É �ÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ 10x+ 2y14x+ 2y = 6y + 2x8y + 2x .òÅÛÁÑ ÜÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÉÍÅÅÍ yx = −1 ÉÌÉ 2. �Å�ÅÒØ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ g(x; y) = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ��ÏÄÏÚÒÉÔÅÌØÎÙÈ� ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÔÏ-ÞÅË (x; y). ÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÍÉ-ÎÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ (x; y) = (−13 ; 13 ) É (x; y) = (13 ;−13). äÁÌÅÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ (ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ g(x; y) = 0 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÜÌÌÉ�Ó, Á ÚÎÁÞÉÔ | ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22. úÁÄÁÞÁ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ. äÌÑ n �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ x1; : : : ; xn ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ∑nk=1 xk = 1 ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ∑nk=1 xk lnxk (ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ×ÚÑÔÁÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 23. ëÁËÏ×Ù ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× nÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÞÅÔ×ÅÒÔÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÒÁ×ÎÁ 1?



�ÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ 45õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 24. åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ �ÑÔÉ ÞÉÓÅÌ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ) ÒÁ×ÎÁ 1,Á ÓÕÍÍÁ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁ×ÎÁ 13, ÔÏ ËÁËÏ×Ï ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÉÈËÕÂÏ×?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 25. åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ �ÑÔÉ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 1, a ÓÕÍÍÁ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁ×ÎÁ 11,ÔÏ ËÁËÏ×Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÉÈ ËÕÂÏ×?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 26. ∑5i=1 x4i → extr;∑5i=1 xi =∑5i=1 x3i = 0;∑5i=1 x2i = 4:ðÏÄÓËÁÚËÁ Ë �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ÞÅÔÙÒÅÍ ÚÁÄÁÞÁÍ: ÏÂÙÞÎÏ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÑÔØÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ �j . éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ xi ÄÏÌÖ-ÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ | ËÏÒÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. äÁÌÅÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÉ.ðÒÉÍÅÒ 10. ûÁÒÎÉÒÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ �ÌÏÝÁÄÉ.óÔÏ-ÒÏÎÙ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÀÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÌÉÎÙ É ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÛÁÒÎÉÒÁÍÉ× ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÁË, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØ Ó×ÏÀ ÆÏÒÍÕ. ÷ ËÁËÏÍ �Ï-ÌÏÖÅÎÉÉ �ÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ?úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÅÝÅ ÄÒÅ×ÎÉÍ ÇÒÅËÁÍ, ÏÄÎÁËÏ ÒÅ-ÛÅÎÁ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÔÏÌØËÏ × XIX ×ÅËÅ ×ÙÄÁÀÝÉÍÓÑ Û×ÅÊ�ÁÒÓËÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÏÍ ñËÏÂÏÍûÔÅÊÎÅÒÏÍ (1796{1863). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÛÁÒÎÉÒÎÏÇÏ ÞÅ-ÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÙ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ, �ÏÈÏÖÅÊ ÎÁÆÏÒÍÕÌÕ çÅÒÏÎÁ (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2).òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ a; b; 
; d| ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ � ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ a É b, É ÞÅÒÅÚ � | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ 
 É d. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ e | ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÕÇÌÁ. ðÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ�ÌÏÝÁÄÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× abe É 
de:S = 12ab sin�+ 12 
d sin�:ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ � É �? ðÒÉÍÅÎÉ× ÔÅÏÒÅÍÕ ËÏÓÉÎÕÓÏ× Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÁÍ abe É 
de, �ÏÌÕÞÉÍ e2 = a2 + b2 − 2ab 
os� É e2 = 
2 + d2 − 2
d 
os�. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ,




S(�; �) = 12(ab sin�+ 
d sin�) → max;a2 + b2 − 2ab 
os� = 
2 + d2 − 2
d 
os�: (3)÷Ù�ÉÓÙ×ÁÅÍ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ:

L(�; �; �) = 12(ab sin�+ 
d sin�)+ �(a2 + b2 − 2ab 
os�− 
2 − d2 + 2
d 
os�):äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ �Ï � É �:
L� = 0 ⇔ 12ab 
os�+ 2�ab sin� = 0;
L� = 0 ⇔ 12 
d 
os� − 2�
d sin� = 0: (4)



46 ñ. âÒÉÎËÈÁÕÓ, ÷.à. ðÒÏÔÁÓÏ×éÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ tg� = − 14� , ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ tg � = 14� . éÔÁË,tg� = − tg�, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ � = �− �. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ab
d×�ÉÓÁÎ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ�ÌÏÝÁÄØ ÉÍÅÅÔ ×�ÉÓÁÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9. íÙ ÎÅ ÓÔÁÌÉ ÒÅÛÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ (4) �ÏÌÎÏÓÔØÀ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÎÅÓÔÁÌÉ ÉÓËÁÔØ �. ÷ ÜÔÏÍ ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ, ÞÔÏÂÙ ×Ù×ÅÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï tg� = − tg�. ÷ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× �ÒÉÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ �ÒÁ×ÉÌÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.éÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÛÁÒÎÉÒÎÏÇÏ ÞÅ-ÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ×�ÉÓÁÎ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ÎÅÍÎÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØÕÇÏÌ �, ÄÌÉÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ e Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÕÇÏÌ � ÔÁËÖÅ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× �+� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÁ �. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �+� = �.îÅÔÒÕÄÎÏ ÔÁËÖÅ ÎÁÊÔÉ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �. úÁÍÅÎÑÑ � ÎÁ �−� ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉÓÉÓÔÅÍÙ (3), �ÏÌÕÞÁÅÍ 
os� = (a2 + b2 − 
2 − d2)=(2ab + 2
d). úÁÍÅÎÑÑ sin� ÎÁ√1− 
os2 � É �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × �ÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (3), �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ:S = 14√(a+ b+ 
− d)(a+ b− 
+ d)(a − b+ 
+ d)(−a+ b+ 
+ d) : (5)üÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ âÒÁÈÍÁÇÕ�ÔÙ (VII ×ÅË Î. Ü.), ×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ×�É-ÓÁÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÙ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ. ïÎÁ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÌÀÂÙÍÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÄÌÉÎ a, b, 
, d �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍ-ÍÙ ÔÒÅÈ ÄÒÕÇÉÈ. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕçÅÒÏÎÁ.äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ a; b; 
; d ×ÅÌÉÞÉÎÁ (5) ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ�ÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ a; b; 
; d, Á ÅÇÏ �ÌÏ-ÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ S, ÔÏS 6
14√(a+ b+ 
− d)(a+ b− 
+ d)(a − b+ 
+ d)(−a+ b+ 
+ d) :òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.�ÁË ËÁË ÔÏÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎË�ÉÉ S(�) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, ÔÏóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. åÓÌÉ �+� < �, ÔÏ S(�) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �, Á ÅÓÌÉ�+ � > �, ÔÏ S(�) ÕÂÙ×ÁÅÔ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÁÍ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÕÀ �ÌÏÝÁÄØ ÉÍÅÅÔ ×�ÉÓÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ n ÓÔÏÒÏÎ. äÌÑ n = 3 ÄÏËÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ, ÄÌÑ n = 4 ×Ó£ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, n > 5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ



�ÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ 47ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉÓÔÏÒÏÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏ-ÇÏ ËÒÕÇÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. åÓÌÉ ÍÙ �ÏÚ×ÏÌÉÍ ÕÇÌÁÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 0 ÄÏ 2� ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ, Á ×ÅÒÛÉÎÁÍ | ÌÅÖÁÔØÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÕÄÅÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ �ÌÏÝÁÄÉ. üÔÏÔ ÍÎÏÇÏ-ÕÇÏÌØÎÉË ×Ù�ÕËÌÙÊ (ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÞÁÓÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÏÔÞÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ). éÔÁË, ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ×Ù�ÕËÌÙÊ, �ÒÉ ÜÔÏÍÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÎÁÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÔ, ÕËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÉ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ A;B;C;D, �ÒÉ ÜÔÏÍ A É C | �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÕÇÌÙÓ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÕÍÍÏÊ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×�ÉÓÁÎÎÙÍ, ÔÏ ÓÕÍÍÁÕÇÌÏ×BAD É BCD ÍÅÎØÛÅ �. õ×ÅÌÉÞÉÍ ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÇÏÌ BAD, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÄÌÉÎÙ ÓÔÏ-ÒÏÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD, É ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ ËÕÓËÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ,�ÒÉÍÙËÁÀÝÉÅ Ë ÜÔÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ. ðÌÏÝÁÄØ ABCD �ÒÉ ÜÔÏÍ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ (ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÅ 3), É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ É �ÌÏÝÁÄØ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÉÜÔÏÍ, ÔÁË ËÁË ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ×Ù�ÕËÌÙÊ, ÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍÕ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÕÇÌÁ BAD ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ (ÈÏÔÑ,ÍÏÖÅÔ �ÏÔÅÒÑÔØ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ). üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅ-ÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ �ÌÏÝÁÄØ, ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 27. ïÔÇÏÒÏÄÉÔØ ÏÔ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÂÅÒÅÇÁ ÒÅËÉ ÚÁÂÏÒÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉ-ÎÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÚÅÍÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ �ÌÏÝÁÄÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 28. �Ï ÖÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ, ÎÏ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁÂÏÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÅÈ ÓÅË�ÉÊ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÊ) ÄÌÉÎÙ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 29. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÚÏ�ÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ: ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ �ÌÏÓËÉÈ ÎÅ-ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÉ×ÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ �ÌÏÝÁÄØ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØ.ðÏÄÓËÁÚËÁ: �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÁÑ Â�ÏÌØÛÕÀ �ÌÏ-ÝÁÄØ, ÎÅÖÅÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÒÕÇ. ðÒÉÂÌÉÚÉÍ ÜÔÕ ËÒÉ×ÕÀ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ Ó ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ËÒÉ×ÏÊ,Á �ÌÏÝÁÄØ (�ÒÉ ÈÏÒÏÛÅÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ) | �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÂÏÌØÛÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ËÒÕÇÁ. äÁÌÅÅ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.ïÂ ÉÚÏ�ÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÉÔÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ × [16℄, [8℄.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 30. úÁÄÁÞÁ äÉÄÏÎÙ. ÷ÅÒÅ×ËÏÊ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÔÇÏÒÏÄÉÔØ ÏÔ �ÒÑÍÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÂÅÒÅÇÁ ÍÏÒÑ ÕÞÁÓÔÏË ÚÅÍÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ �ÌÏÝÁÄÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 31. ÷ÅÒÅ×ËÏÊ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÔÇÏÒÏÄÉÔØ ÏÔ �ÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÊ �ÌÏÝÁÄÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 32. �Ï ÖÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÕÇÌÁ �4 , É ÄÌÑ ÕÇÌÁ �3 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 33. ëÒÉ×ÏÊ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎ-ÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ.



48 ñ. âÒÉÎËÈÁÕÓ, ÷.à. ðÒÏÔÁÓÏ×õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 34. �Ï ÖÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÔÏÒÏÖÎÙÍ ÓËÁÖÕÝÉÍÓÑ ÓÈÏÄÓÔ×ÏÍ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ!)ðÒÉÍÅÒ 11. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ P ×ÎÕÔÒÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍ-ÍÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÉÎ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ë ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍ ÏÔ P ÄÏ ÜÔÉÈ ÓÔÏÒÏÎÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ a; b; 
| ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á x; y; z| ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÏÔ P ÄÏ ÜÔÉÈ ÓÔÏÒÏÎ. îÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÕÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ f(x; y; z) = ax + by + 
z .ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x; y É z Ó×ÑÚÁÎÙ ÞÅÒÅÚ �ÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. óÏÅÄÉÎÉ×ÔÏÞËÕ P Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÍÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,ÓÕÍÍÁ �ÌÏÝÁÄÅÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ S. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ax2 + by2 + 
z2 = S. éÔÁË,




f(x; y; z) = ax + by + 
z → min;ax+ by + 
z = 2S: (6)äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ

L(x; y; z; �) = ax + by + 
z + �(ax+ by + 
z − 2S);�ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ





− ax2 + �a = 0;
− by2 + �b = 0;
− 
z2 + �
 = 0;ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ x = y = z. úÎÁÞÉÔ ÔÏÞËÁ P ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÁÏÔ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P | �ÅÎÔÒ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÎÁ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÏÊ ïÌÉÍ�ÉÁÄÅ 1980 Ç. × ÷ÁÛÉÎÇÔÏÎÅ. ëÁË ×ÉÄÉÍ, �ÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁ-ÇÒÁÎÖÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ËÏÒÏÔËÏÍÕ É ×�ÏÌÎÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ. íÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÞÉÔÁÔÅÌÀ �Ï�ÒÏÂÏ×ÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (6) (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÙÒÁÖÁÑÏÄÎÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ). îÅÔÒÕÄÎÏ ÂÕÄÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍÉ É ÍÅÎÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 35. þÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ M , ÌÅÖÁÝÕÀ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ K,�ÒÏ×ÅÓÔÉ ÏÔÒÅÚÏË AB Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÕÇÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÅÌÉÞÉÎÁ 1MA + 1MBÂÙÌÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ. (áÍÅÒÉËÁÎÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ, 1979 Ç.)ðÏÄÓËÁÚËÁ: × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÄÏÂÎÏ ×ÚÑÔØ ÕÇÌÙ � =MKA É � =MKB.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 36. ðÒÉ ÔÅÈ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÕÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ
√KA+√KB:



�ÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ 49õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 37. �ÏÞËÁ ÕÄÁÌÅÎÁ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ 2; 5É 10 ÓÍ. (2 | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ). ëÁËÏ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ�ÌÏÝÁÄØ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ?(óÏÒÏÓÏ×ÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, òÏÓÓÉÑ, 1997 Ç.)ðÒÉÍÅÒ 12. óÎÏ×Á �ÒÏ ÚÁËÏÎ óÎÅÌÌÉÕÓÁ. ðÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎ-ÖÁ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÜÌÅÇÁÎÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÏÎÏ× �ÒÅÌÏÍÌÅÎÉÑ ÉÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Ó×ÅÔÁ. �Å�ÅÒØ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (1) ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÔØ �ÒÑÍÕÀ l É Ó×ÏÄÉÔØ ×Ó£ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ó ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, Á × ÄÕ-ÈÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÍ ÏÂÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(M) ÎÁ×ÓÅÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ M ∈ l ÔÅ�ÅÒØ ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó×Ñ-ÚÉ 〈−−→AM;n〉 = 
, ÇÄÅ n | ×ÅËÔÏÒ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ �ÒÑÍÏÊ l, Á 
 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÁ. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ L(M;�) = f(M)+�(〈−−→AM;n〉 − 
), �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ f ′(M) + �n = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏf ′(M) = 1va |AM |′ + 1vb |BM |′ = 1vaua + 1vb ub;ÇÄÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ua; ub ÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × �ÒÉÍÅÒÅ 1. éÔÁË,1va ua + 1vb ub = −�n;Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ 1vaua+ 1vbub �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ l. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÕÍÍÁ�ÒÏÅË�ÉÊ ×ÅËÔÏÒÏ× 1vaua É 1vb ub ÎÁ l ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔsin�va = sin �vb :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 38. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÁ �ÒÑÍÁÑ É ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÎÅÊ. îÁÊÔÉ(ÉÌÉ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ) �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊÄÏ ÔÒÅÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. óËÏÌØËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 39. ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÁÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ É ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÎÅÊ.îÁÊÔÉ (ÉÌÉ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ) �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏ ÔÒÅÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 40. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÉ 38 É 39 ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË.ðÒÉÍÅÒ 13. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍÉ). äÌÑÌÀÂÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xn ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïxn1 + : : :+ xnn > nx1 · : : : · xn:(�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ x1 · : : : ·xn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎ xn1 ; : : : ; xnn).òÅÛÅÎÉÅ.ðÏÌÏÖÉÍ xn1+: : :+xnn = a É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀÚÁÄÁÞÕ: 




nx1x2 · : : : · xn → max;xn1 + : : :+ xnn = a;x1 > 0; : : : ; xn > 0: (7)ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (x1; : : : ; xn). ñÓÎÏ, ÞÔÏ



50 ñ. âÒÉÎËÈÁÕÓ, ÷.à. ðÒÏÔÁÓÏ××ÓÅ xi �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÉÎÁÞÅ nx1x2 · : : : · xn = 0, Á ÜÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ, �ÏÌÕÞÉÍnx1 · : : : · xn + �nxni = xiL′xi = 0; i = 1; : : : ; n;ÏÔËÕÄÁ x1 = · · · = xn. éÔÁË, × ÔÏÞËÁÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ x1 = · · · = xn, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏnx1x2 ·: : :·xn = xn1+: : :+xnn = a. úÎÁÞÉÔ, ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ nx1x2 ·: : :·xn << a, ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÜËÓ-ÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. ÷ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ× ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÂÅÚÏÔËÁÚÎÏ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÉÚ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÎÏÇÒÁ-ÆÉÉ [5℄ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÏÓÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ Ó×ÅÄ�ÅÎÉÅÍ ÉÈ Ë ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 41. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ç£ÌØÄÅÒÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p > 1 É �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xn, y1; : : : ; yn ×Ù�ÏÌÎÅÎÏn∑k=1xkyk 6

( n∑k=1xpk)1=p( n∑k=1 yqk)1=q ;ÇÄÅ q = p=(p− 1). äÌÑ ËÁËÉÈ xk É yk ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 42. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï áÄÁÍÁÒÁ. ðÕÓÔØ A = (aij)ni;j=1 | Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ(detA)2 6

n∏i=1( n∑j=1 a2ij):íÙ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÍ ÜÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.ðÒÉÍÅÒ 14. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ (n × n)-ÍÁÔÒÉ�Á ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ.òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ:
{ f(x) = 〈Ax; x〉 → max;
〈x; x〉 = 1; (8)ÇÄÅ 〈; 〉 | ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × Rn. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÝÅÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. ÷ ÓÉÌÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁÍÁËÓÉÍÕÍÁ x ∈ Rn. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ × ÔÏÞËÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ
L′x = 2Ax+ 2�x = 0:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ −�.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11. ïÂÙÞÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÅË-ÔÏÒÁ Õ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × Rn ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÁ×ÉÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï: ÏÎÏ �ÏÞÔÉ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÍÅÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. éÍÅÎÎÏ ÔÁË ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎ-ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ × ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ



�ÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ 51ÚÎÁÞÅÎÉÅ. üÔÏÔ ÆÁËÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÀÞÅ×ÙÍ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒ-ÔÁ {ûÍÉÄÔÁ Ï Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [12℄). üÔÏÔ ÖÅ �ÒÉÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ Õ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.4. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÜËÏÎÏÍÉËÅ÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÜËÏÎÏÍÉËÅ ÔÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏ×. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÉÍÅÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, × ËÎÉÇÁÈ [1, 2, 4℄. íÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉ ÜÔÉ �ÒÉÍÅÒÙ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÔÅÍÉ,ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ. ëÁË ÇÏ×ÏÒÉÌ ×ÙÄÁÀÝÉÊÓÑÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÜËÏÎÏÍÉÓÔ áÌØÆÒÅÄ íÁÒÛÁÌÌ (1842{1924): �ëÒÁÓÉ×ÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÁÑ Ë ÜËÏÎÏÍÉËÅ, ×ÒÑÄ ÌÉ �ÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÈÏÒÏÛÉÍ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÁÍ�. ÷ ÜÔÏÍ, ×ÉÄÉÍÏ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÆÉËÁ ×ÓÅÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉË ÒÅÁÌØÎÏÊ ÖÉÚÎÉ. îÁ �ÅÒ×ÏÍ ÍÅÓÔÅ ÚÄÅÓØ ÓÔÏÉÔ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ËÒÁÓÏÔÁ, ÓËÏÌØËÏÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ. íÙ ÒÅÛÉÌÉ ×ËÌÀÞÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÏÄÏÂÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ× × ÓÔÁÔØÀ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ Ó�Å�ÉÆÉËÕ �ÒÅÄÍÅÔÁ, Á ËÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÚÎÁËÏÍÑÔ Ó ÎÁÕËÏÊ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 43. ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ �ÅÎÁ. ÷Ù ÈÏÔÉÔÅ �ÒÏÄÁÔØ ÍÁÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÏ-ÉÌÁ ÷ÁÍ 9 000 Å×ÒÏ. ÷ÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓËÏÌØËÏ �ÏËÕ�ÁÔÅÌØ Ó�ÏÓÏÂÅÎ ÚÁ�ÌÁÔÉÔØ, ÎÏ ÍÁË-ÓÉÍÕÍ, ÎÁ ÞÔÏ ÷Ù ÎÁÄÅÅÔÅÓØ, ÜÔÏ 15 000 Å×ÒÏ. óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ �ÅÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ �ÏËÕ�ÁÔÅÌØÇÏÔÏ× ÚÁ�ÌÁÔÉÔØ, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ (Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ) ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑÜÔÉÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ. åÓÌÉ ÷Ù ÚÁ�ÒÏÓÉÔÅ Â�ÏÌØÛÕÀ �ÅÎÕ, ÔÏ ÓÄÅÌËÁ ÓÏÒ×ÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÍÅÎØ-ÛÅ, ÔÏ ÷Ù �ÒÏÉÇÒÁÅÔÅ × ×ÙÒÕÞËÅ. ëÁËÕÀ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÕÀ �ÅÎÕ ÷Ù ÄÏÌÖÎÙ ÚÁ�ÒÏÓÉÔØ,ÞÔÏÂÙ ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÏÖÉÄÁÅÍÕÀ �ÒÉÂÙÌØ?÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÄÅÌÏ ÏÓÌÏÖÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÉÝÅÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 44. îÅÂÏÓËÒÅÂÙ. óÔÏÉÍÏÓÔØ �ÏÓÔÒÏÊËÉ ÚÄÁÎÉÑ × x ÜÔÁÖÅÊ ÉÓÞÉÓÌÑ-ÅÔÓÑ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ:(1) 10 ÍÉÌÌÉÏÎÏ× ÄÏÌÌÁÒÏ× ÚÁ ÚÅÍÌÀ,(2) 14 ÍÉÌÌÉÏÎÁ ÚÁ ËÁÖÄÙÊ ÜÔÁÖ,(3) ÎÁÄÂÁ×ËÁ × 10 000x ÄÏÌÌÁÒÏ× ÚÁ ÜÔÁÖ (ÞÅÍ ×ÙÛÅ, ÔÅÍ ÄÏÒÏÖÅ).óËÏÌØËÏ ÜÔÁÖÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ × ÚÄÁÎÉÉ, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÎÑÑ �ÅÎÁ ÚÁ ÜÔÁÖ ÂÙÌÁ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÊ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 45. ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÇÏÎÏÒÁÒ. ðÅ×Å� ÓÏÂÉÒÁÅÔÓÑ ÚÁ�ÉÓÁÔØ Ó×ÏÊ DVD.÷ ÏÔÄÅÌÅ ÍÁÒËÅÔÉÎÇÁ ÅÍÕ ÓËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔ�ÕÓËÎÁÑ �ÅÎÁ ÅÇÏ DVD ÂÕÄÅÔ 26 ÄÏÌÌÁÒÏ×ÚÁ ÄÉÓË, ÔÏ ÏÖÉÄÁÅÔÓÑ �ÒÏÄÁÔØ 5 000 ÄÉÓËÏ×.óÁÍÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ ËÁÖÄÙÊ ÄÉÓË ÏÂÏÊÄÅÔÓÑ × 5 ÄÏÌÌÁÒÏ×.(1) ëÁËÁÑ ÏÔ�ÕÓËÎÁÑ �ÅÎÁ ÚÁ ÄÉÓË ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÅÔ �ÒÉÂÙÌØ ÆÉÒÍÙ? ëÁËÏ×Á ÜÔÁ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÉÂÙÌØ?(2) ëÁËÏÊ Á×ÔÏÒÓËÉÊ ÇÏÎÏÒÁÒ Ó ËÁÖÄÏÇÏ ÄÉÓËÁ �Å×Å� ÄÏÌÖÅÎ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ Ó ÆÉÒÍÙ,ÞÔÏÂÙ ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ Ó×ÏÀ �ÒÉÂÙÌØ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 46. æÒÕËÔÙ ÎÁ ÒÙÎËÅ. îÅËÔÏ �ÒÉÛÅÌ ÎÁ ÒÙÎÏË, ÇÄÅ �ÒÏÄÁÅÔÓÑ ÎÅ-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÉÄÏ× ÆÒÕËÔÏ×. ÷ÓÅ ×ÉÄÙ | �Ï ÏÄÎÏÊ �ÅÎÅ × 1 ÄÏÌÌÁÒ



52 ñ. âÒÉÎËÈÁÕÓ, ÷.à. ðÒÏÔÁÓÏ×ÚÁ ÆÕÎÔ. õÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÉÔ �ÏËÕ�ÁÔÅÌØ, ËÕ�É× m1 ÆÕÎÔÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÉÄÁÆÒÕËÔÏ×, m2 | ×ÔÏÒÏÇÏ É Ô. Ä. (×ÓÅ ÞÉÓÌÁ | �ÅÌÙÅ) �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ∏ni=1mi. õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ 100 ÄÏÌÌÁÒÏ×. ëÁË ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÉÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅ?ïÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×Ï�ÏÌÁÇÁÀÝÉÈ ÚÁËÏÎÏ× ÜËÏÎÏÍÉËÉ | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ Ó�ÒÏ-ÓÏÍ É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ. ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ �ÅÎÙ ÚÁ ÕÓÌÕÇÕ ÉÌÉ �ÒÏÄÕËÔ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑÞÉÓÌÏ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ËÌÉÅÎÔÏ×. õÍÅÎØÛÅÎÉÅ �ÅÎÙ �ÒÉ×ÌÅÞÅÔ ÂÏÌØÛÅ ËÌÉÅÎÔÏ×,ÎÏ ÓÎÉÚÉÔ �ÒÉÂÙÌØ, �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ Ó ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ. ðÏÉÓË �ÔÏÞËÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ� |ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÙÇÏÄÎÏÊ �ÅÎÙ, ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÀÝÅÊ ÏÂÝÕÀ �ÒÉÂÙÌØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ. ó�ÏÓÏÂÙ �ÏÉÓËÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ �ÅÎÙ, ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, ËÏÇÄÁ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÎÁ, Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ ËÁË ÄÌÑ �ÒÏÄÁ×�Á, ÔÁË É ÄÌÑ ËÌÉÅÎÔÁ, Ô. Å. �ÅÎÁ,ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÀÝÁÑ �ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅ� ÏÂÏÉÈ.âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÒÙÎËÅ ÅÓÔØ �ÒÏÄÁ×�Ù É �ÏËÕ�ÁÔÅÌÉ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏ×ÁÒÁ. õ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÏÄÁ×�Á ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÅÎÁ, ÚÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎÇÏÔÏ× �ÒÏÄÁÔØ ÔÏ×ÁÒ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Õ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏËÕ�ÁÔÅÌÑ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ�ÅÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÇÏÔÏ× ÚÁ ÜÔÏÔ ÔÏ×ÁÒ ÚÁ�ÌÁÔÉÔØ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÅÎÕ ÎÁ ÒÙÎËÅ. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ �ÒÏÄÁ×Å� �ÏÄÓÞÉÔÁÅÔ Ó×ÏÀ×ÙÇÏÄÕ: ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ �ÒÏÄÁÓÔ �Ï ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ �ÅÎÅ, É ÔÅÍ, ÞÔÏÏÎ ÓÍÏÇ ÂÙ ×ÙÒÕÞÉÔØ �Ï Ó×ÏÅÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �ÅÎÅ. �Ï ÖÅ ÄÌÑ �ÏËÕ�ÁÔÅÌÑ: ÅÇÏ×ÙÇÏÄÁ | ÜÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ÏÎ �ÏÔÒÁÔÉÌ ÂÙ, �ÏËÕ�ÁÑ �Ï ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ ÓÅÂÑ �ÅÎÅ, É ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÏÔÒÁÔÉÔ �Ï ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ �ÅÎÅ. óÕÍÍÁ ×ÙÇÏÄ×ÓÅÈ �ÏËÕ�ÁÔÅÌÅÊ É ×ÓÅÈ �ÒÏÄÁ×�Ï× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÂÌÁÇÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ (total so-
ial welfare). ïÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÎÏ, ËÁË ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ �ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÊ�ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÒÙÎËÁ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÏÂÝÅÅ ÂÌÁÇÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÒÙÎËÅ �ÅÎÁ ÒÁ×ÎÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ �ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ�.ðÕÓÔØ ÒÙÎÏË ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏ×ÁÒÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ S(P )É ÆÕÎË�ÉÅÊ Ó�ÒÏÓÁ D(P ). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÅÎÁ ÒÁ×ÎÁ P , ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï�ÒÏÄÕËÔÁ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÄÁ×�ÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ P ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÉÈ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÊ �ÅÎÙ, ÒÁ×ÎÏ S(P ); ÆÕÎË�ÉÑ Ó�ÒÏÓÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. äÌÑ �ÒÏ-ÓÔÏÔÙ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÏËÁ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÆÕÎË�ÉÉ | ÁÆÆÉÎÎÙÅ (ÇÒÁÆÉËÉ | �ÒÑÍÙÅÌÉÎÉÉ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 47. (1) æÕÎË�ÉÉ S É D ÄÁÎÙ. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÏÂÝÕÀ ×ÙÇÏÄÕ �ÒÏÄÁ×�Ï× É�ÏËÕ�ÁÔÅÌÅÊ ÞÅÒÅÚ P .(2) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ�ÅÎÙ ÏÂÝÅÅ ÂÌÁÇÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ.äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÍÙ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÔÏÞËÁÍÉÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ. ïÄÎÁËÏ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ, ÇÄÅ Ä×Á Ï�-�ÏÎÅÎÔÁ �ÙÔÁÀÔÓÑ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ Ó×ÏÀ �ÒÉÂÙÌØ, Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÚÕÀÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. óÏ ××ÅÄÅÎÉÅÍ × ÔÅÏÒÉÀ ÉÇÒ É ÅÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÍÉÍÏÖÎÏ �ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [7℄.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, ËÏÇÄÁ ÅÓÔØ Ä×Å ÆÉÒÍÙ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ�ÒÏÄÕË�ÉÀ, É �ÒÉ ÜÔÏÍ Ó�ÒÏÓ ÎÁ ÒÙÎËÅ ÌÉÎÅÊÎÙÊ: p = 1 − q1 − q2. ãÅÎÁ



�ÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ 53�ÒÏÉÚ×ÏÄÓÔ×Á ÅÄÉÎÉ�Ù �ÒÏÄÕË�ÉÉ Õ ÏÂÅÉÈ ÆÉÒÍ ÏÄÉÎÁËÏ×Á É ÒÁ×ÎÁ 
. æÉÒÍÁ1 ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÅÔ Ó×ÏÀ ×ÙÇÏÄÕ, Ô. Å. ×ÙÂÉÒÁÅÔ �ÅÎÕ q1, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÉÂÙÌØmaxq1 (1− q1 − q2 − 
)q1:æÉÒÍÁ 2 ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÅÔ Ó×ÏÀ ×ÙÇÏÄÕ, Ô. Å. ×ÙÂÉÒÁÅÔ �ÅÎÕ q2. ïÄÎÁËÏ ÍÅÎÅÄÖÅÒÙÆÉÒÍÙ 2 ÔÁËÖÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔ ÏÂß£Í Ó×ÏÉÈ �ÒÏÄÁÖ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ×ÅÓÏÍ �:maxq2 (1− q1 − q2 − 
)q2 + �(1− q1 − q2)q2:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÉÒÍÁ 2 ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÅÔ Ó×ÏÀ �ÒÉÂÙÌØ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÅÅ×ÙÇÏÄÁ ÎÅ Õ�ÁÄÅÔ ÎÉÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ �2.ðÒÉÍÅÒ 15. ÷ËÌÁÄÞÉËÉ É ÁË�ÉÏÎÅÒÙ × ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÄÉ�ÏÌÑ. ëÁËÁÑ ÉÚÄ×ÕÈ ÆÉÒÍ �ÏÌÕÞÉÔ ÂÏÌØÛÕÀ ×ÙÇÏÄÕ × ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ �ÒÉ � > 0?òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ îÜÛÁ (Nash equilib-rium), ÇÄÅ ËÁÖÄÁÑ ÆÉÒÍÁ ×ÙÂÉÒÁÅÔ Ó×ÏÊ ÕÒÏ×ÅÎØ �ÅÎÙ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÚÎÁÅÔÕÒÏ×ÅÎØ �ÅÎÙ ÅÅ Ï��ÏÎÅÎÔÁ (ÄÒÕÇÏÊ ÆÉÒÍÙ). õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÓÔÉ ÄÁÅÔ1− 
− 2q1 − q2 = 0;1− 
− q1 − 2q2 + �− �q1 − 2�q2 = 0:ðÏÌÏÖÉ× ' = 1− 
+ �1 + � , �ÏÌÕÞÁÅÍq1 = 23 (1− 
)− 13';q2 = 23'− 13 (1− 
);p = 1− 13 (1− 
)− 13':óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÍÅÒ ÏÂÝÅÊ ×ÙÇÏÄÙ ÒÁ×ÅÎ�1 = (23 (1− 
)− 13')2;�2 = (23 (1− 
)− 13')(23'− 13 (1− 
)):ðÏÓËÏÌØËÕ ' ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï �, ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉÂÙÌØ ÆÉÒÍÙ 1ÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï �, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË �ÒÉÂÙÌØ ÆÉÒÍÙ 2 ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï � (ÅÓÌÉ' < 54 (1− 
)).ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÏÍÕ ×Ù×ÏÄÕ: ÆÉÒÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÅÔÓ×ÏÀ ×ÙÇÏÄÕ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÏÌÕÞÁÅÔ (× ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ) ÂÏÌØÛÕÀ ×ÙÇÏÄÕ, ÞÅÍÔÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÅÔ! ëÁËÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÜÔÏÍÕÆÅÎÏÍÅÎÕ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 48. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉÒÍÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ 90 ÅÄÉÎÉ� �ÒÏÄÕË-�ÉÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ 9 ÅÄÉÎÉ� ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ X É 9 ÅÄÉÎÉ� ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Y . ëÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÅÄÉÎÉ� �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÎÏÊ �ÒÏÄÕË�ÉÉ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ Q = 10X1=2Y 1=2.(1) ÅÓÌÉ �ÅÎÁ X | 8 ÄÏÌÌÁÒÏ×, Á �ÅÎÁ Y | 16 ÄÏÌÌÁÒÏ×, ÔÏ ÄÁÄÕÔ ÌÉ 9 ÅÄÉÎÉ� X É9 ÅÄÉÎÉ� Y ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÙÇÏÄÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ 90 ÅÄÉÎÉ� �ÒÏÄÕË�ÉÉ?(2) ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÙÇÏÄÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ X É Y ?



54 ñ. âÒÉÎËÈÁÕÓ, ÷.à. ðÒÏÔÁÓÏ×(3) ëÁËÏ× ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÄÅÛÅ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ 400 ÅÄÉÎÉ� �ÒÏÄÕË�ÉÉ, ÅÓÌÉ �ÅÎÁX ÒÁ×ÎÁ 1 ÄÏÌÌÁÒ, Á �ÅÎÁ Y | 2 ÄÏÌÌÁÒÁ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 49. íÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÑ ÒÉÓËÁ. ÷ËÌÁÄÞÉË ÒÅÛÉÌ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ Ó×ÏÉ ÄÅÎØ-ÇÉ ÍÅÖÄÕ ÔÒÅÍÑ ÉÎ×ÅÓÔÉ�ÉÏÎÎÙÍÉ ÆÏÎÄÁÍÉ. ïÖÉÄÁÅÍÁÑ �ÒÉÂÙÌØ ÜÔÉÈ ÆÏÎÄÏ× |10%; 10% É 15% ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. åÇÏ �ÅÌØ | �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÂÝÕÀ �ÒÉÂÙÌØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 12%,É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ Ó×ÏÊ ÒÉÓË. æÕÎË�ÉÑ ÒÉÓËÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ200x21 + 400x22 + 100x1x2 + 899x23 + 200x2x3;ÇÄÅ xi �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÓÕÍÍÅ, ×ÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÆÏÎÄ i. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, × ËÁËÏÊ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÉÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ×ÌÏÖÉÔØ Ó×ÏÉ ÄÅÎØÇÉ × ÜÔÉ ÆÏÎÄÙ. ðÏÍÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ:×ÅÌÉÞÉÎÙ xi ÍÏÇÕÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ×ËÌÁÄÏ×)?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 50. æÉÒÍÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ �ÒÏÄÕË�ÉÀ y, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ x1 É x2,�ÒÉ ÜÔÏÍ y = √x1x2. äÏÇÏ×ÏÒÎÏÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ ÏÂÑÚÙ×ÁÅÔ ÆÉÒÍÕ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÕ ÅÄÉÎÉ�Õ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ. ãÅÎÙ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏ× x1 É x2 | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ w1 Éw2. ëÁË ÆÉÒÍÅ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÓÔ×Á �y ÅÄÉÎÉ� �ÒÏÄÕË�ÉÉ?ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ Mankiw N. G. Prin
iples of E
onomi
s. Fort Worth, 1997.[2℄ Fryer M. J., Greenman J. V. Optimisation Theory. London, 1987.[3℄ �ÉÈÏÍÉÒÏ× ÷. í., íÁÇÁÒÉÌ-éÌØÑÅ× ç. ç. ÷Ù�ÕËÌÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÅÇÏ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ.í.: üÄÉÔÏÒÉÁÌ õòóó, 2000.[4℄ Sydsaeter K., Hammond P. Essential Mathemati
s for E
onomi
 Analysis, 1995.[5℄ Hardy G., Littlewood J. E., Polya G. Inequalities. Cambridge University Press,1934.[6℄ Hildebrandt S., Tromba A. Mathemati
s and Optimal Form. New York, 1985.[7℄ Binmore K. Fun and Games, A Text on Game Theory. Lexington, 1992.[8℄ �ÉÈÏÍÉÒÏ× ÷. í. òÁÓÓËÁÚÙ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÁÈ É ÍÉÎÉÍÕÍÁÈ. í.: îÁÕËÁ, 1986.[9℄ Vaserstein L.N. Introdu
tion to Linear Programming. London, 2003.[10℄ âÕÎÉÍÏ×ÉÞ ì. á., äÁÎÉ ó. ç., äÏÂÒÕÛÉÎ ó. ç., ñËÏÂÓÏÎ í. ÷., ëÏÒÎÆÅÌØÄé. ð., íÁÓÌÏ×Á î. â., ðÅÓÉÎ ñ. â., óÉÎÁÊ ñ. ç., óÍÉÌÌÅ äÖ., óÕÈÏ× à.í.,÷ÅÒÛÉË á. í. äÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ É �ÒÉÌÏÖÅ-ÎÉÑ // En
y
lopaedia of Mathemati
al S
ien
es, 100. Mathemati
al Physi
s, I.Springer-Verlag, Berlin, 2000. xii+459 pp.[11℄ óÉÎÁÊ ñ. ç. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ. í.: æÁÚÉÓ. 1996.[12℄ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á. î., æÏÍÉÎ ó. ÷. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2004. 570 Ó.[13℄ ëÏËÓÅÔÅÒ ç. ó. í., çÒÅÊÔ�ÅÒ ó. ì. îÏ×ÙÅ ×ÓÔÒÅÞÉ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ. í.: îÁÕËÁ,1978. 223 Ó.
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ï ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ, ÎÁÉÍÅÎÅÅÕËÌÏÎÑÀÝÉÈÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ, Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÓÒÅÄÎÉÍËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍó. â. çÁÛËÏ×äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÑ ×ÉÄÁ tn(x) = a02 + n∑k=1 ak sin kx+ bk 
os kx;ÇÄÅ ak, bk | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, a2n+ b2n >> 0. îÕÌÅ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ a0=2. �ÁË ËÁËÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ üÊÌÅÒÁ exp ikx = 
os kx + i sin kx, É ak sin kx + bk 
os kx == Re((bk − iak) exp ikx), ÇÄÅ Re ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏÞÉÓÌÁ, Á i | ÍÎÉÍÕÀ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÔÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�É-ÓÁÔØ × ÂÏÌÅÅ ËÒÁÔËÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÆÏÒÍÅtn(x) = Re n∑k=0 
k exp ikx; 
k = bk − iak; k = 1; : : : ; n; 
0 = a02(ÓÍ. [1℄). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 
h, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×-ÎÏÓÉÌØÎÏ, Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ah; bh, ÎÁÊÔÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑÀÝÉÊÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁ-ËÏÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ tn(x), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ max06x62� |tn(x)|ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. üÔÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÉÌÉ ÞÅÂÙÛ£×ÓËÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ‖tn‖. ëÒÏÍÅ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÙ, ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÏÒÍ1)

‖tn‖p =  1� �∫
−� |tn(x)|p1=p ; p > 1;Á ÎÏÒÍÕ ‖tn‖ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ‖tn‖∞ (ÓÍ. [2℄). üÔÉ ÎÏÒÍÙ Ó×ÑÚÁÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ

‖tn‖1 6 21−1=p‖tn‖p 6 2‖tn‖;ËÏÔÏÒÙÅ, ×�ÒÏÞÅÍ, ÎÁÍ ÄÁÌÅÅ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ 
 É ÌÀÂÏÇÏ p > 1, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É p = ∞, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
‖
tn‖ = |
|‖tn‖. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁÅÔ1)íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ | ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(56{68)



ï ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑÀÝÉÈÓÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ 57�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁtn(x) = Re n∑k=0 
k exp ikx É h > 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
‖tn‖p > �(n; h; p)|
h|‖ 
os ‖p;�(n; h; p) = �(2m+ 1; 1; p) = m+ 22 tg �2m+ 4 ; m = ⌊n− h2h ⌋ ;ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ ⌊a⌋ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ a. ðÒÉ p = ∞ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁtn(x) = Re m∑k=0 
(2k+1)h exp i(2k + 1)hx = |
h|g2m+1(hx+ 
); (∗)ÇÄÅ 
 = arg 
h,g2m+1(x) = C m+1∑k=1 gm;k(x) = 
osx+ m∑k=1 bk 
os(2k + 1)x;C = 22m+1m+ 2 tg �2m+ 4 ;gm;k(x) = hm;k(x)fm;k(x); hm;k(x) = (wm(x) sin k�
os(x− k�) )2 ;wm(x) = m+1∏k=1 
os(x − k�);fm;k(x) = 2 
tg k� 
os(x − k�)− sin(x − k�); k = 1; : : : ;m+ 1:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× tn(x) Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ 
h ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (∗)ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÎÏÒÍÕ
‖tn‖∞ = m+ 22 tg �2m+ 4 |
h|:üÔÏÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ ⌊n=h⌋ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á�ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ ⌊n=h⌋ | ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.ðÒÉ h = n (É ×ÏÏÂÝÅ �ÒÉ h > n=3), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, m = 0, É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ‖tn‖∞ > |
h|. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎ ah sinhx ++ bh 
oshx. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×ÕÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× þÅÂÙÛ£×Á (ÓÍ. [1℄).÷ ËÎÉÇÅ ó. î. âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ [3℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ‖tn‖∞ >

�4 |
h|, É �ÏËÁÚÁ-ÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÍ.÷ [4℄ × ÓÌÕÞÁÅ p = ∞, Ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÍÅÔÏÄ, ÒÁÚ×ÉÔÙÊ × [5℄, ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÔÏÞÎÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.äÁÌÅÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ËÒÁÔËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÍ. [6℄).óÎÁÞÁÌÁ Ó×ÅÄÅÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ Ë ÓÌÕÞÁÀ h = 1, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ×ÍÅÓÔÏ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ tn(x) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ



58 ó. â. çÁÛËÏ×12h 2h∑l=1(−1)ltn (x+ �lh ) = Re m∑k=0 
h(2k+1) exp i(2k + 1)hx:äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÍÅÎÑÑ �ÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ,ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ2h∑l=1(−1)ltn (x+ �lh ) = 2h∑l=1(−1)lRe n∑k=0 
k exp(ikx+ ikl�h ) == Re n∑k=0 2h∑l=1(−1)l
k exp(ikx+ ikl�h ) :�Å�ÅÒØ �ÒÉ k, ËÒÁÔÎÏÍ h, × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á exp (�kli=h) = (−1)kl=h ÉÍÅÅÍ2h∑l=1(−1)l
k exp(ikx+ ikl�h ) = 
k exp ikx 2h∑l=1(−1)l exp(�klih ) = 2h
k exp ikx;ÅÓÌÉ k=h ÎÅÞÅÔÎÏ, É 2h∑l=1(−1)l
k exp(ikx+ ikl�h ) = 0;ÅÓÌÉ k=h ÞÅÔÎÏ, Á �ÒÉ k, ÎÅ ËÒÁÔÎÏÍ h, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÉÍÅÅÍ2h∑l=1(−1)l exp(�klih ) = 2h−1∑l=0 (−1)l exp(�klih ) = exp 2�ki − 1
− exp (�ki=h)− 1 = 0:÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØÀ ÎÏÒÍÙ, Ô. Å. ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ2)

‖�f + �g‖p 6 |�| · ‖f‖p + |�| · ‖g‖p;É Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ‖f(x+ a)‖p = ‖f(x)‖p, ‖f(rx)‖p = ‖f(x)‖p (ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ3) ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ4) Ó �ÅÌÙÍ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ r), ÉÍÅÅÍ �ÒÉ m = ⌊n− h2h ⌋

‖tn‖p = 12h 2h∑k=1 ∥∥∥tn (x+ �kh )∥∥∥p >

∥∥∥∥∥
12h 2h∑k=1 tn (x+ �kh )∥∥∥∥∥p == ∥∥∥∥∥Re m∑k=0 
h(2k+1) exp i(2k + 1)hx∥∥∥∥∥p = ∥∥∥∥∥Re m∑k=0 
h(2k+1) exp i(2k + 1)x∥∥∥∥∥p :2)üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÒÉ p = ∞ É p = 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |a+ b| 6 |a|+ |b|, Á �ÒÉ ËÏÎÅÞÎÙÈp > 1 | ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ (ÓÍ.[2℄).3)äÌÑ 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ �ÒÉ p = ∞, Á �ÒÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ p ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ�ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.4)üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ �ÒÉ p = ∞, Á �ÒÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ p ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÕÞÅÔÏÍ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.



ï ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑÀÝÉÈÓÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ 59éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ�ÒÉ h = 1 ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ tn(x) = Re m∑k=0 
2k+1 exp i(2k + 1)x, n = 2m + 1.èÏÔÑ ÜÔÏ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ËÁËÉÍ ÌÉÂÏ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑÍ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÚÑ× ×ÍÅÓÔÏtn(x) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ tn(x + 
), ÇÄÅ Re 
1 exp i
 = |
1|, ÌÅÇËÏ Ó×ÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕ-ÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ tn(x) = |
1| 
osx + Re m∑k=1 
2k+1 exp i(2k + 1)x,Á ×ÚÑ× ×ÍÅÓÔÏ tn(x) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (tn(x) + tn(−x))=2, ÍÏÖÎÏ ÄÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏtn(x) = m∑k=0 b2k+1 
os(2k+1)x. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
‖tn‖p > |b1|m+ 22 tg �2m+ 4‖ 
os‖p:ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ � = �=(m+2). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅ�ÅÒØ ÕÍÅÝÁÅÔÓÑ × Ä×ÅÓÔÒÏÞËÉ 
tg �2m+ 4‖tn‖p = m+1∑k=1 sin k� ∥∥∥tn (x+ k�− �2)∥∥∥∞ >

>

∥∥∥∥∥

m+1∑k=1 sin k� tn (x+ k�− �2 )∥∥∥∥∥p = |b1|m+ 22 ‖ 
os‖p;ÅÓÌÉ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÎÏÒÍÙ É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉm+1∑k=1 | sin k�| = m+1∑k=1 sin k� = 
tg �2m+ 4 ;m+1∑k=1 sin k� tn (x+ k�− �2) = b1m+ 22 
osx:ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á5) (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [7,ÚÁÄ. 225℄ ÉÌÉ [1℄) n∑k=1 sin kx = sin (n+ 1)x2 sin nx2sin x2�ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ n = m+ 1; x = �=(n+ 1). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÚÁÍÅÎÉÍtn (x+ l�− �2) ÎÁ Re m∑k=0 b2k+1 exp i(2k + 1)(x+ l�− �2 );5)äÌÑ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÏÂÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ÎÁ sin(x=2) É �ÒÉÍÅÎÉÔØ ËËÁÖÄÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÕ sin kx sin(x=2) = 
os(k − 1=2)x − 
os(k + 1=2)x.



60 ó. â. çÁÛËÏ×ÉÚÍÅÎÉÍ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ Ä×ÏÊÎÏÊ ÓÕÍÍÅ �ÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑm+1∑l=1 sin l� Re m∑k=0 b2k+1 exp i(2k + 1)(x+ l�− �2 ) == Re m∑k=0 b2k+1 m+1∑l=1 sin l� exp i(2k + 1)(x+ l�− �2) == Re m∑k=0 b2k+1 exp i(2k + 1)(x− �2)m+1∑l=1 sin l� exp i(2k + 1)l�;É �ÒÉÍÅÎÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á Re(i exp i(x− �=2)) = − sin(x− �=2) = 
osx,m+1∑l=0 sin l� exp i(2k + 1)l� = [ 0; m > k > 1;m+ 22 i; k = 0:äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ sin l� ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ exp il� − exp (−il�)2i , ÌÅ×ÕÀÞÁÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ Ë ×ÉÄÕ12i (m+1∑l=0 exp i(2k + 2)l�−
m+1∑l=0 exp i2kl�) ;É �ÒÉÍÅÎÑÅÍ × ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÒÁÚ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓ-ÓÉÉ m+1∑l=0 exp i2kl� = [ 0; m+ 1 > k > 1;m+ 2; k = 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ‖g2m+1‖∞ = m+ 22 tg �2m+ 4 ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÏ.óÎÁÞÁÌÁ �ÒÏ×ÅÒÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï g2m+1(x+�) = −g2m+1(x). �ÁË ËÁË × ÓÉÌÕ ÆÏÒ-ÍÕÌ sin(x+ �) = − sinx; 
os(x + �) = − 
osx, ÏÞÅ×ÉÄÎÏfm;k(x+ �) = −fm;k(x); wm(x+ �) = (−1)m+1wm(x);ÔÏ hm;k(x + �) = (wm(x+ �) sin k�
os(x+ � − k�) )2 = hm;k(x);ÏÔËÕÄÁ gm;kk(x + �) = hm;k(x + �)fm;k(x + �) = −gm;kk(x); É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,g2m+1(x+ �) = −g2m+1(x).ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ g2m+1(k� − �=2) = m+ 22 tg �2m+ 4 , k = 1; : : : ;m+ 1. �ÁË ËÁËhm;k ×ÍÅÓÔÅ Ó wm ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÍÅÅÔ Ä×ÕËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ l�−�=2; 1 6 l 6 m+1; l 6= k,ÔÏ É gm;k ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ Ä×ÕËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ6). ðÏÜÔÏÍÕ g2m+1(k� − �=2) =6)ëÏÒÅÎØ ÆÕÎË�ÉÉ Ä×ÕËÒÁÔÅÎ, ÅÓÌÉ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ËÏÒÎÅÍ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. ÷ÓÅ ËÏÒ-ÎÉ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÂÕÄÕÔ Ä×ÕËÒÁÔÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ f2(x)g(x), ÔÁË ËÁË (f2(x)g(x))′ == 2f(x)f ′(x)g(x) + f2(x)g′(x) = f(x)(2f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)).



ï ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑÀÝÉÈÓÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ 61= Cgm;k(k�− �=2). �ÁË ËÁË fm;k(k�− �=2) = 1, sin l� = sin(m+ 2− l)�, ÔÏgm;k(k�− �=2) = hm;k(k�− �=2) == sin2 k� m+1∏l=1;l 6=k 
os2(k�− �=2− l�) = sin2 k� m+1∏l=1;l 6=k sin2(l − k)� == k∏l=1 sin2 l� m+1∏l=k+1 sin2(l − k)� = k∏l=1 sin2 l�m+1−k∏l=1 sin2 l�;ÏÔËÕÄÁ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ �ÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ, ÉÍÅÅÍg2m+1(k�− �=2) = m+1∏l=1 sin2 l�; k = 1; : : : ;m+ 1:éÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á n−1∏l=1 sin l�n = n2−n+1(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [7, ÚÁÄ. 232℄) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏg2m+1(k�− �=2) = (m+ 2)22−2m−2C = m+ 22 tg �2m+ 4 ; k = 1; : : : ;m+ 1:ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ g′2m+1(k� − �=2) = 0, k = 1; : : : ;m + 1. �ÁË ËÁË gm;k ÉÍÅÅÔÄ×ÕËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ l� − �=2; 1 6 l 6 m + 1; l 6= k, ÔÏ g′m;k(l� − �=2) = 0, 1 6 l 6

6 m + 1, l 6= k, �ÏÜÔÏÍÕ g′2m+1(k� − �=2) = Cg′m;k(k� − �=2); k = 1; : : : ;m + 1.�ÁË ËÁËfm;k (k�− �2 ) = 1; f ′m;k (k�− �2) = −2 
tg k� sin(−�2) = 2 
tg k�;hm;k (k�− �2 ) = g2m+1 (k�− �2 ) = sin2 k�( wm
os(x− k�))2∣∣∣∣∣x=k�−�=2 == (m+ 2)22−2m−2; k = 1; : : : ;m+ 1;h′m;k (k�− �2) = 2 sin2 k� wm
os(x− k�) ∣∣∣∣x=k�−�=2 ( wm
os(x− k�)′
∣∣∣∣∣x=k�−�=2 ;ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÅÊÂÎÉ�Á7) É ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ 
tg x = − tg(x− �=2), ÉÍÅÅÍ

( wm
os(x− k�))′
∣∣∣∣∣x=k�−�=2 = wm
os(x− k�)  m+1∑l=1;l6=k− tg(x− l�)∣∣∣∣∣∣x=k�−�=2 == wm
os(x− k�) ∣∣∣∣x=k�−�=2 m+1∑l=1;l6=k− tg(k�− �2 − l�) =7)éÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÅÅ ÆÏÒÍÁ (f1 ·: : :·fn)′ = f1 ·: : :·fn(f ′1=f1+: : :+f ′n=fn), �ÒÉÇÏÄÎÁÑ,ÅÓÌÉ fi 6= 0; i = 1; : : : ; n.



62 ó. â. çÁÛËÏ×= wm
os(x− k�) ∣∣∣∣x=k�−�=2 m+1∑l=1;l6=k 
tg(k − l)� ;ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏh′m;k (k�− �2) = 2 sin2 k�( wm
os(x− k�)2∣∣∣∣∣x=k�−�=2 m+1∑l=1;l 6=k 
tg(k − l)� == (m+ 2)22−2m−1 m+1∑l=1;l6=k 
tg(k − l)� ;ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏg′m;k(k�− �=2) == h′m;k (k�− �2 ) fm;k (k�− �2 )+ hm;k (k�− �2 ) f ′m;k (k�− �2) == h′m;k (k�− �2 )+ 2hm;k (k�− �2) 
tg k� == (m+ 2)22−2m−1
tg k�+ m+1∑l=1;l 6=k 
tg(k − l)� :óÕÍÍÕ × ÓËÏÂËÁÈ ÍÏÖÎÏ, ÓÏËÒÁÝÁÑ ÒÁ×ÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅk∑l=1 
tg l�−
m−k+1∑l=1 
tg l� = ±

m+1−s∑l=s+1 
tg l�; s = min(k;m+ 1− k):úÁÍÅÔÉ×, ÞÔÏ 
tg l� = − 
tg(m + 2 − l)�, 
tg(m + 2)�=2 = 0, ÏÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍg′2m+1(k�− �=2) = Cg′m;k(k�− �=2) = 0, k = 1; : : : ;m+ 1.ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g2m+1(x) ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ × ÔÏÞËÁÈk�+��=2, � = ±1, k = 1; : : : ;m+1. óÎÁÞÁÌÁ Ï�ÅÎÉÍ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ Õ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊg′2m+1(x) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [−�=2; 3�=2). éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á g2m+1(x+�) = −g2m+1(x) ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ g′2m+1(k�+�=2) = −g′2m+1(k�−�=2) = 0, k = 1; : : : ;m+1, Ô. Å. �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÁÑ ÉÍÅÅÔ ÅÝÅ m+1 ËÏÒÎÅÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [�=2; 3�=2). �ÁË ËÁË g2m+1(k�−�=2) == −g2m+1(k� + �=2) = m+ 22 tg �2m+ 4 , k = 1; : : : ;m + 1, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ g2m+1(x)ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× [k�+ ��=2; (k+1)�+ ��=2℄, � = ±1, k = 1; : : :m�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÏÌÌÑ8) ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ 2m ÏÔÒÅÚËÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏÅÅ ËÏÒÎÅÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [−�=2; 3�=2) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 4m + 2. ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÉÚ-×ÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ Ï�ÅÎËÅ ÞÉÓÌÁ ËÏÒÎÅÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ9)(ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g′2m+1 ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [−�=2; 3�=2) ÒÏ×ÎÏ 4m + 2�ÒÏÓÔÙÈ (ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÈ) ËÏÒÎÅÊ, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ g′2m+1 ÎÅ8)åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ É �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÅÇÏ ËÏÎ�ÁÈ,ÔÏ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË.9)îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÏÒÑÄËÁ n ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [a; a+2�)ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n ËÏÒÎÅÊ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.



ï ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑÀÝÉÈÓÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ 63ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ((m+1)�−�=2; �+�=2) �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÚÎÁË, Á ÔÁË ËÁËg2m+1((m+1)�−�=2) > 0 > g2m+1(�+�=2), ÔÏ ÏÎÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ É ÆÕÎË�ÉÑ g2m+1ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ. �ÁË ËÁË �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏÅÅ ÚÎÁËÉ ÍÅÖÄÕ ËÏÒÎÑÍÉ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ10), �ÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅ×Á ÏÔ ËÏÒÎÑ (m+ 1)�− �=2�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ �ÒÉÚÎÁËÕ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎË�ÉÑ g2m+1(x) ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ (m+1)�−�=2 ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ k�−�=2; k = 1; : : :m+1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎg2m+1(x) ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ, Á ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ k�+ �=2; k = 1; : : :m+ 1| ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ.ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ g2m+1(x) > 0 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−�=2; �=2℄. �ÁË ËÁË C > 0, ÔÏ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ gm;k(x) + gm;m+2−k(x) > 0, 1 6 k 6 (m + 2)=2, ÏÔËÕÄÁÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïg2m+1(x) = C((gm;1(x) + gm;m+1(x)) + (gm;2(x) + gm;m(x)) + : : :) > 0:�ÁË ËÁË 
os(x− (m+ 2− k)�) = − 
os(x+ k�), ÔÏgm;k(x) + gm;m+2−k(x) == ( wm(x) sin k�
os(x− k�) 
os(x+ k�))2 (
os2(x+ k�)fm;k(x) + 
os2(x − k�)fm;m+2−k(x)):äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, × ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×sin(x−(m+2−k)�) = − sin(x+k�), 
tg(m+2−k)� = − 
tg k�, ÒÁ×ÎÏÇÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
os2(x+ k�)(2 
tg k� 
os(x− k�)− sin(x− k�))++ 
os2(x− k�)(2 
tg k� 
os(x+ k�) + sin(x + k�));�ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÇÏ Ë ×ÉÄÕ11)2 
osx sin k�(
os2 x(2 
tg2 k�− 1) + sin2 k�):�ÁË ËÁË 0 6 
os2 x 6 1, Á ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏ× ÎÁ ËÏÎ�ÁÈÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ �ÒÉ k = 1; : : : ;m+ 1
os2 x(2 
tg2 k�− 1) + sin2 k�) > min(sin2 k�; 2 
tg2 k�− 1 + sin2 k�):ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á
tg2 x− 
os2 x = 
tg2 x(1− sin2 x) = 
tg2 x 
os2 x�ÒÉ k = 1; : : : ;m+ 1, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,2 
tg2 k�− 1 + sin2 k� = 2 
tg2 k�− 
os2 k� = 
tg2 k�(1 + 
os2 k�)) > 0:�ÁË ËÁË sin k� > 0; k = 1; : : : ;m+ 1; ÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÚÎÁË ÆÕÎË�ÉÉg2m+1(x) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ 
osx.10)åÓÌÉ ÂÙ ÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÌÁ ÚÎÁË ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÔÒÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÏÒÎÑ, ÔÏ × ÓÒÅÄÎÅÍÉÚ ÎÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÂÙÌÁ ÂÙ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Ô. Å. ÏÎ ÂÙÌ ÂÙ Ä×ÕËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.11)ðÒÏ×ÅÒËÁ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ 
os k� ÞÅÒÅÚ Ó, Ásink� ÞÅÒÅÚ s.



64 ó. â. çÁÛËÏ×äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÅÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ | ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ. íÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄ-ÎÉÍÉ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁÍÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÍÉÎÉÍÕÍÙ, Á ÔÁË ËÁËg2m+1(x) > 0 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−�=2; �=2℄, ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÙÂÕÄÕÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ É ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁÍÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á g2m+1(x + �) == −g2m+1(x) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [�=2; 3�=2℄ ÆÕÎË�ÉÑ g2m+1 ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÔÏÞËÁÈ k�+�=2; k = 1; : : :m+1 ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÍÉÎÉÍÕÍÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
‖g2m+1‖∞ = g2m+1 (k�− �2 ) = m+ 22 tg �2m+ 4 ; k = 1; : : : ;m+ 1;ÄÏËÁÚÁÎÏ.äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ g2m+1(x) = m∑k=0 bk 
os(2k+1)x. �ÁË ËÁË × ÓÉÌÕ ÅÅ �ÅÒÉÏ-ÄÉÞÎÏÓÔÉg2m+1 (−k�− �2) = g2m+1 ((m+ 2− k)�+ �2 ) = g2m+1 (k�+ �2 ) ;g2m+1 (k�− �2 ) = g2m+1 (�2 − k�) ; 1 6 k 6

m+ 22 ;ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ g2m+1(x) É g2m+1(−x) ÉÍÅÀÔ 2m + 2 ÏÂÝÉÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉ-ÍÕÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [−�; �), ÚÎÁÞÉÔ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÁÈ ±k� + ±�=2,1 6 k 6 (m + 2)=2 Ä×ÕËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ12), ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ4m+ 4, Ô. Å. ÂÏÌØÛÅ 4m+ 2, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÞÉÓÌÅ ËÏÒÎÅÊ ÔÒÉÇÏÎÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ g2m+1(x) − g2m+1(−x) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g2m+1(x) ÞÅÔÅÎ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ËÏÓÉÎÕÓÏ×13) (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄). ïÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ × ÎÅÍ ËÏÓÉÎÕÓÏ× Ó ÞÅÔÎÙÍÉ ÄÕÇÁÍÉ14) ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á15) g2m+1(x+�) = −g2m+1(x), ÎÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ É ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ16) g2m+1(x).12)ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ g2m+1(x) − g2m+1(−x) × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÁË ËÁË�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ g2m+1(±x) × ÎÉÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.13)îÅÞÅÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tn(x) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊn∑k=1ak sinkx = (tn(x)− tn(−x))=2;�ÏÜÔÏÍÕ Õ ÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ akÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÞÉÓÌÅ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.14)óÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÉÄÁ b 
os 2kx, ÇÄÅ k | �ÅÌÏÅ. | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.15)ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÞÅÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ tn × ×ÉÄÅ t0;n + t1;n, ÇÄÅ t0;n = ⌊n=2⌋∑k=1 b2k 
os 2kx, t1;n == ⌊(n−1)=2⌋∑k=0 b2k+1 
os(2k+1)x, ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ t0;n = (tn(x)+ tn(x+�))=2, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Átn(x) = −tn(x + �) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ t0;n(x) = 0, É ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÞÉÓÌÅ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÞÅÔÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ b2k = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ tn(x) = tn(x+�), ÔÏ t1;n(x) = (tn(x)− tn(x++ �))=2 = 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ tn = t0;n, Ô. Å. ÎÅÞÅÔÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ b2k+1 = 0.16)äÏËÁÚÁ× Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÉÎÕÓÏ×-ËÏÓÉÎÕÓÏ× × ÓÕÍÍÕ, ÞÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÞÅÔÎÙÅ ÄÕÇÉ, ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ,Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÄÕÇÉ, ÄÁÅÔ ×ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÏÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÄÕÇÉ.



ï ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑÀÝÉÈÓÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ 65éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tn(x) = m∑k=0 bk 
os(2k+1)x, n = 2m+1;ÔÏÖÄÅÓÔ×Á m+1∑k=1 sin k� tn (x+ k�− �2 ) = m+ 22 b1 
osxÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ‖tn‖∞ > tn (k�− �=2) ;
tg �2m+ 4‖tn‖∞ = m+1∑k=1 sin k� ∥∥∥tn (x+ k�− �2)∥∥∥∞ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
tg �2m+ 4‖tn‖∞ >

m+1∑k=1 sin k� tn (k�− �2 ) = b1m+ 22 ;ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉtn (k�− �2 ) = ‖tn‖∞ ; k = 1; : : : ;m+ 1:�ÁË ËÁË ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ tn = g2m+1, ÔÏ
‖g2m+1‖∞ = m+ 22 tg �2m+ 4b1;ÏÔËÕÄÁ, × ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ‖g2m+1‖∞ = m+ 22 tg �2m+ 4 , ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏb1 = 1.äÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tn �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ ⌊n=h⌋.íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 
h = 1, ‖tn‖∞ = m+ 22 tg �2m+ 4 , m = ⌊(n− h)=2h⌋ . ðÏ-ÌÏÖÉÍ f2m+1(x) = 12h 2h∑l=1(−1)ltn (x+ �lh ) = Re m∑k=0 
2k+1 exp i(2k + 1)x:�ÁË ËÁË

‖tn‖∞ > tn (x+ �lh ) ; ‖f2m+1‖∞ > f2m+1 (k�− �2) ; m+1∑k=1 sin k� = 
tg �2m+ 4 ;ÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ 
m+ 22 tg �2m+ 4 = ‖tn‖∞ >
12h 2h∑l=1(−1)ltn (
 + �lh ) = f2m+1(
) == ‖f2m+1‖∞ > tg �2m+ 4 m+1∑k=1 sin k� f2m+1 (k�− �2 ) = m+ 22 tg �2m+ 4 :ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÜÔÏÍÕ

‖f2m+1‖∞ = tg �2m+ 4 m+1∑k=1 sin k� ‖f2m+1‖∞ =



66 ó. â. çÁÛËÏ×= tg �2m+ 4 m+1∑k=1 sin k� f2m+1 (k�− �2 ) ;ÚÎÁÞÉÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å 
 ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ k�− �=2, k = 1; : : : ;m+ 1, ÏÔËÕÄÁtn(k�+ �l − �=2h ) = (−1)l‖tn‖∞; k = 1; : : : ;m+ 1; l = 1; : : : ; 2h:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ tn ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [�=2h; 2� + �=2h) ÌÏËÁÌØÎÙÅÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ × ÔÏÞËÁÈ (k� + �l − �=2)=h, k = 1; : : : ;m + 1, l = 1; : : : ; 2h, É ÏÂÝÅÅÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏ 2(m + 1)h > n. äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-ÎÉÅÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. �ÁË ËÁË �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tn × ÔÏÞËÁÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈÜËÓÔÒÅÍÕÍÏ× ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ ÄÒÕÇÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÔÅÍÉ ÖÅÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁÍÉ, ÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÍÅÌÁ ÂÙ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×Á-ÌÅ [�=2h; 2�+�=2h) ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2(m+1)h > n Ä×ÕËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÞÉÓÌÅ ËÏÒÎÅÊ ÎÁ �ÅÒÉÏÄÅ Õ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÞÅÔÎÏÇÏ ⌊n=h⌋. �ÏÇÄÁ n > (2m + 2)h, m = ⌊n − h2h ⌋.ðÏÌÁÇÁÅÍ, ËÁË É ×ÙÛÅ, ÞÔÏ 
h = 1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ ÂÕ-ÄÕÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g2m+1(hx) + 
U2m+1(sinhx) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ |
|,ÇÄÅ Uk(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ þÅÂÙÛ£×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍUk(
osx) = sin(k + 1)x= sinx (ÓÍ. [1℄). �ÁË ËÁË × ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á sin(k + 2)x ++ sin kx = 2 sin(k+1)x 
osx ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Uk+1(
osx) +Uk−1(
osx) = 2 
osxUk(
osx),ÔÏ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ Uk(x) ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÓÔÅ�ÅÎÉ k. �ÁË ËÁËUk(− 
osx) = Uk(
os(x+ �)) = sin(k + 1)(x+ �)sin(x+ �) == (−1)k sin(k + 1)xsinx = (−1)kUk(
osx);ÔÏ Uk(−x) = (−1)kUk(x), ÚÎÁÞÉÔ U2k (x) | ÞÅÔÎÙÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÓÔÅ�ÅÎÉ 2k, ÚÎÁÞÉÔ U2m+1(sinh(x+ �)) = U2m+1(± sinhx) = U2m+1(sinhx), ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ U2m+1(sinhx) = m+1∑k=0 d2k 
os 2khx ÅÓÔØ ÞÅÔÎÙÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ �ÏÒÑÄËÁ 2(m + 1)h 6 n. �ÁË ËÁË ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Uk(x) ÅÓÔØ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
os l�=(k + 1); l = 1; : : : ; k ÔÏ × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×� = �m+ 2 ; sin(hk�+ �l − �=2h ) = sin(k�+ �l − �2 ) == (−1)l+1 
os k� = (−1)l 
os(m+ 2− k)�ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Um+1(sinhx) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ (k� + �l − �=2)=h,k = 1; : : : ;m+ 1, l ∈ Z. ÷ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ (f2)′ = 2ff ′ Õ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ U2m+1(sinhx) ÔÅ ÖÅ ËÏÒÎÉ ÂÕÄÕÔ Ä×ÕËÒÁÔÎÙÍÉ (ÎÏ ÎÅ ÔÒÏÅËÒÁÔÎÙÍÉ, ÔÁËËÁË ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÅÊ ÎÁ �ÅÒÉÏÄÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ 4(m+ 1)h),É ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g2m+1(hx), ÔÁËËÁË �ÏÄÏÂÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g2m+1(x) ÅÓÔØ k� + �l − �=2,k = 1; : : : ;m + 1,l ∈ Z. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g2m+1(hx) + 
U2m+1(sinhx)



ï ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑÀÝÉÈÓÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ 67ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g2m+1(hx). ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÍÁÌÏÍ |
| ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ ÂÕÄÕÔ ÔÁËÖÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ. úÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ, × ÓÉÌÕ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Õ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ g2m+1(x) É ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÏÇÏ �ÒÉÚÎÁËÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ, × ÔÏÞËÁÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÏ× ×ÔÏÒÁÑ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ g2m+1(x) ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, Á × ÔÏÞËÁÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÉÍÕÍÏ× | �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g2m+1(hx). áÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ, ×Ï ×ÓÅÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ U2m+1(sinhx)�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏ× Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁg2m+1(hx) + 
U2m+1(sinhx) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ |
| ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÊ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÌÅÍÍÙ:ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f; g Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄. åÓÌÉ ÏÎÉÉÍÅÀÔ Ä×ÕËÒÁÔÎÙÅ ÎÕÌÉ × ÔÏÞËÁÈ a; b, ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ g × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔ-ÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f × ÎÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, É g(x) < 0 < f(x) �ÒÉa < x < b, ÔÏ �ÒÉ ÍÁÌÏÍ |
| g(x) + 
f(x) < 0 �ÒÉ a < x < b. åÓÌÉ ÖÅ g ÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ É g′(a) = g′(b) = 0, g′′(a) < 0; g′′(b) > 0, ÔÏ g(a) > g(x)+
f(x) > g(b)�ÒÉ ÍÁÌÏÍ |
|.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÍÁ-ÌÏÍ |
| É a < x < b Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g(x)=f(x) < −Ó. �ÁË ËÁË g(x)=f(x) << 0, É ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÁ×ÉÌÕ âÅÒÎÕÌÌÉ {ìÏ�ÉÔÁÌÑ17)limx→a g(x)f(x) = g′′(a)f ′′(a) < 0;É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ limx→a g(x)=f(x) < 0, ÚÎÁÞÉÔ ÆÕÎË�ÉÑ g(x)=f(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔ-ÒÅÚËÅ [a; b℄, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ18) Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁmaxa6x6b g(x)=f(x) =M < 0É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ |
| < |M |: äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ a < x < b(g(a)− g(x))=f(x) > 
 > (g(b)− g(x))=f(x):ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÁ×ÉÌÏ ìÏ�ÉÔÁÌÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÄÒÏÂÑÍ ÉÍÅÅÍlimx→a g(a)− g(x)f(x) = − g′′(a)f ′′(a) > 0; limx→b g(b)− g(x)f(x) = − g′′(b)f ′′(b) < 0;ÚÎÁÞÉÔ ÆÕÎË�ÉÉ (g(a)−g(x))=f(x); (g(b)−g(x))=f(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄,�ÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁmina6x6b g(a)− g(x)f(x) =M1 > 0; maxa6x6b g(b)− g(x)f(x) =M2 < 0;É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ |
| < min(M1;−M2).17)åÓÌÉ limx→a g(x) = limx→a f(x) = 0, ÔÏ limx→a f(x)=g(x) = limx→a f ′(x)=g′(x). íÏÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÂÏÊ-ÔÉÓØ ÂÅÚ �ÒÁ×ÉÌÁ ìÏ�ÉÔÁÌÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÍÅÓÔÏ ÎÅÇÏ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ.18)îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÁ Î£Í ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ.



68 ó. â. çÁÛËÏ×ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ ðÏÌÉÁ ç., óÅÇÅ ç. úÁÄÁÞÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ. í.: íÉÒ, 1978.[2℄ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×á. î., æÏÍÉÎ ó. ÷. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2004.[3℄ âÅÒÎÛÔÅÊÎ ó. î. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏÌÉÎÏÍÏ× É ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ �ÒÉÂÌÉ-ÖÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. í.: ïî�é,1937.[4℄ òÙÖÁËÏ×é.à. ïÂ ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ó. î. âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ // äáî óóóò, 1963, 153,�2, ó. 282{285.[5℄ ÷ÏÒÏÎÏ×ÓËÁÑ å. ÷. íÅÔÏÄ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× É ÅÇÏ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. ì., 1963.[6℄ çÁÛËÏ× ó. â. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÚÁÄÁÞÉ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ íÁÒËÏ×Á ×ÍÅÔÒÉËÅ Lp // äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÈ�ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. éÚÄ. íçõ, 1987. ó. 79{82.[7℄ ûËÌÑÒÓËÉÊ ä. ï., þÅÎ�Ï× î. î., ñÇÌÏÍ é. í. éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÔÅÏÒÅÍÙÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ É ÁÌÇÅÂÒÙ. í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2001.

ó. â. çÁÛËÏ×, ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ íçõ
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îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï æÅÊÅÒÁ {üÇÅÒ×ÁÒÉ {óÁÓÓÁ ÄÌÑÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ó. â. çÁÛËÏ×äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÑ ×ÉÄÁ tn(x) = a02 + n∑k=1 ak sin kx+ bk 
os kx;ÇÄÅ ak; bk | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, a2n + b2n >> 0. îÕÌÅ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ a0=2. �ÁË ËÁËÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ üÊÌÅÒÁ exp ikx = 
os kx + i sin kx, É ak sin kx + bk 
os kx == Re((bk − iak) exp ikx), ÇÄÅ Re ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏÞÉÓÌÁ, i | ÍÎÉÍÕÀ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÔÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�É-ÓÁÔØ × ÂÏÌÅÅ ËÒÁÔËÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÆÏÒÍÅtn(x) = Re n∑k=0 
k exp ikx; 
k = bk − iak; k = 1; : : : ; n; 
0 = a02 :äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ tn(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ x ÚÎÁÞÅÎÉÅ tn(x) > 0. äÌÑ ÅÇÏËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï æÅÊÅÒÁ {üÇÅÒ×ÁÒÉ{óÁÓÓÁ (ÓÍ. [1{3℄)

|
h| 6 2|
0| 
os �
⌊nh ⌋+ 2 = |a0| 
os �

⌊nh ⌋+ 2 ; h = 1; : : : ; n;ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ ⌊a⌋ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ a. üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÉÑ × ÔÅÏÒÉÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ (ÓÍ. [4℄). äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÎÏ × [2{4℄ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tn(x) × ÆÏÒ-ÍÅ æÅÊÅÒÁ [1℄ tn(x) = ∣∣∣∣∣ n∑k=0 yk exp ikx∣∣∣∣∣2É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÌÉÂÏ Ó �ÏÍÏÝØÀÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ([2, 3℄), ÌÉÂÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍÍÅÔÏÄÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ([4℄).äÁÌÅÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ Ä×Á �ÒÏÓÔÙÈ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ËÒÁÔ-ËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÍ. [5℄). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(69{75)



70 ó. â. çÁÛËÏ×óÎÁÞÁÌÁ Ó×ÅÄÅÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ Ë ÓÌÕÞÁÀ h = 1, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ×ÍÅÓÔÏ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ tn(x) ÅÇÏ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ1h h∑l=1 tn (x+ 2�lh ) = Re ⌊n=h⌋∑k=0 
hk exp ikx:äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÍÅÎÑÑ �ÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ,ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ h∑l=1 tn (x+ 2�lh ) = h∑l=1 Re n∑k=0 
k exp( ik(x+ 2�l)h ) == Re n∑k=0 h∑l=1 
k exp( ik(x+ 2�l)h );ÇÄÅ �ÒÉ k, ËÒÁÔÎÏÍ h, × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á exp (2�kli=h) = exp2�mi = 1 ÉÍÅÅÍh∑l=1 
k exp( ik(x+ 2�l)h ) = 
k exp( ikxh ) h∑l=1 exp(2�klih ) = 
kh exp( ikxh );Á �ÒÉ k ÎÅ ËÒÁÔÎÏÍ h, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏ-ÇÒÅÓÓÉÉ, ÉÍÅÅÍh∑l=1 exp(2�klih ) = h−1∑l=0 exp(2�klih ) = exp 2�ki − 1exp (2�ki=h) − 1 = 0:�ÁË ËÁË ÕÓÒÅÄÎÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ, �ÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÍÕ ÞÁÓÔ-ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ h = 1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÇÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÒÉÇÏÎÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tn(x) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|
1| 6 |a0| 
os �n+ 2 :ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë tn(x) ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ �ÒÉ h = n+ 1, ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ1n+ 1 n+1∑l=1 tn (x+ 2�ln+ 1 ) = 
0 = a02 > 0;�ÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ËÏÇÄÁ tn(x) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, Ô. Å.ËÏÇÄÁ 
k = 0; k = 0; : : : ; n, �ÏÜÔÏÍÕ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ××ÉÄÅ
|
1| 6 a0 
os �n+ 2 :÷ÙÂÅÒÅÍ x0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 
1 exp ix0 = |
1| É ×ÍÅÓÔÏ tn(x) ×ÏÚØÍÅÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (tn(x0+x)+tn(x0−x)=(2a0), ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Átn(x0 + x) + tn(x0 − x)2a0 =



îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï æÅÊÅÒÁ {üÇÅÒ×ÁÒÉ{óÁÓÓÁ 71= 12a0 Re( n∑k=0 
k exp (ik(x0 + x)) + n∑k=0 
k exp (ik(x0 − x))) == 12a0 n∑k=0Re(
k(exp (ik(x+ x0)) + exp (ik(x0 − x))) == 12a0 n∑k=0Re(
k exp (ikx0)(exp ikx+ exp (−ikx)) == 1a0 n∑k=0Re(
k exp (ikx0)) 
os kx = 12 + |
1|a0 
osx+ n∑k=2 dk 
os kxÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ tn(x) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÞÅÔÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, É ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÂÝÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á æÅÊÅÒÁ {üÇÅÒ×ÁÒÉ{óÁÓÓÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tn(x) == 1=2 + n∑k=1 bk 
os kx ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |b1| 6 
os�=(n + 2): óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÊÅÒÁ[1℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [3℄) tn(x) = ∣∣∣∣∣ n∑k=0 yk exp ikx∣∣∣∣∣2 ;ÇÄÅ yk, k = 0; : : : ; n | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. �ÁË ËÁË ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅÞÉÓÌÏ Ë n∑k=0 yk exp ikx ÅÓÔØ n∑k=0 yk exp (−ikx), ÔÏ
∣∣∣∣∣

n∑k=0 yk exp ikx∣∣∣∣∣2 = ( n∑k=0 yk exp ikx)( n∑k=0 yk exp (−ikx)) == n∑k=0 y2k + n∑k=1(exp ikx+ exp (−ikx)) n∑l=k ylyl−k == n∑k=0 y2k + n∑k=1(2 
os kx) n∑l=k ylyl−k = 12 + n∑k=1 bk 
os kx;ÏÔËÕÄÁ, �ÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × ÏÂÏÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÉÍÅÅÍn∑k=0 y2k = 12 ; n∑k=1 ykyk−1 = b12 :ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ� = �n+ 2 ; �k =√ sin(k + 1)�sin k� ; k = 1; : : : ; n;ÔÏÇÄÁ �2k + �−2k−1 = sin(k + 1)�+ sin(k − 1)�sin k� = 2 
os� = �21 ;



72 ó. â. çÁÛËÏ×�ÏÜÔÏÍÕ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Ïn∑k=0 y2k − 1
os� n∑k=1 ykyk−1 = 12 
os� n∑k=1(�kyk−1 − yk�k)2 ;× ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÅÍ ÓËÏÂÏË. éÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï12 = n∑k=0 y2k >
1
os� n∑k=1 ykyk−1 = b12 
os� :÷ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÇÄÁ �kyk−1 = yk=�k, Ô. Å. ËÏÇÄÁykyk−1 = �2k = sin(k + 1)�sin k� ;ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×(y0; : : : ; yn); (sin�; : : : ; sin(n+ 1)�):íÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ1n+ 2 ∣∣∣∣∣ n∑k=0 sin((k + 1)�) exp (ikx)∣∣∣∣∣2 = n∑k=0 bk 
os kx; b0 = 12 ; b1 = 
os�;ÔÁË ËÁË n+1∑k=1 sin2 k� = n+ 12 −

n∑k=1 
os 2k�2 = n+ 22× ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á1 + n∑k=1 
os 2k� = n+1∑k=0 
os 2k� = Re n+1∑k=0 exp 2k� = Re exp (2(n+ 2)�)− 1exp (2�) − 1 = 0:úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
(
os �n+ 2) n∑k=0 y2k >

n∑k=1 ykyk−1ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ æÁÎÁ {�ÁÕÓÓËÉ {�ÏÄÄÁn+1∑k=0 y2k 6
12− 2 
os �n+ 2 n+1∑k=1(yk − yk−1)2;ÇÄÅ y0 = yn+1 = 0, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÷ÉÒÔÉÎ-ÇÅÒÁ (ÓÍ. [6℄).ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÎÅ �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊæÅÊÅÒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �k,k = 0; : : : ; n−1, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ tn(x) = 12 + n∑k=1 
k exp ikx ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ �ÒÉ � = �=(n + 2) É ÎÅËÏÔÏÒÏÍ



îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï æÅÊÅÒÁ {üÇÅÒ×ÁÒÉ{óÁÓÓÁ 73ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÍ 
 ÔÏÖÄÅÓÔ×Ïn−1∑l=0 �ltn(x+ 2l�) = 1 + 
1 exp (i(x+ 
))
os� :�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ-ÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï n−1∑l=0 �ltn(x + 2l�) = 1 + Re(
1 exp i
 exp ix)
os� :åÓÌÉ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ Ë ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ, ÔÏÄ×ÕÞÌÅÎ 1 + Re(
1 exp i(x+ 
))= 
os� ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ x∗ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Re(
1 exp i(x∗ + 
)) = −|
1|. �ÏÇÄÁ1 + Re 
1 exp (i(x∗ + 
))
os� = 1− |
1|
os� > 0;ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |
1| 6 
os�.ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉ-ÓÌÏ×ÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 
k, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ 
−1 = 0,
0 = 1 É ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ 
k−1 + 
k+1 − 2
k 
os 2� = 1, � == �=(n + 2). ïÞÅ×ÉÄÎÏ 
1 = 1 + 2 
os 2� > 0. òÅÛÁÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ,ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÞÔÏ 
k = A sin 2k�+B 
os 2k�+ C;A = 1 + 2 
os 2�2 sin 2� ; C = 12 − 2 
os 2� ; B = 1− 2C:îÏ �ÒÏÝÅ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉsin 2(k − 1)�+ sin 2(k + 1)� = 2 sin 2k� 
os 2�;
os 2(k − 1)�+ 
os 2(k + 1)� = 2 
os 2k� 
os 2�;
0 = B + C = 1;
−1 = −12 − 
os 2�+ (1− C) 
os 2�+ C = −12 + C(1− 
os 2�) = 0;ÞÔÏ ÔÁË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÎÁ-ÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ É ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ × ÓÉÌÕ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏ-ÓÔÉ, ÞÔÏ 
n+1 = 
−1 = 0; 
n+2 = 
0 = 1; ÏÔËÕÄÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕ-ÌÙ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ 
n = 0; 
n−1 = 1, �ÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ× 
−1 = 
n; 
0 = 
n−1 ÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ k ÎÁ n−1−kÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 
k = 
n−1−k; k = 0; : : : ; n − 1: �ÁË ËÁË 
0 = 1; 
1 > 0, ÔÏ �ÒÉn 6 3 ÏÞÅ×ÉÄÎÏ 
k > 0; k = 0; : : : ; n − 1: ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÏ �ÒÉ n > 4. �ÁË ËÁË �ÒÉ0 6 k 6 (n− 1)=2 ÏÞÅ×ÉÄÎÏ 0 6 2k� < �; 0 6 2� 6 �=3, sin 2k� > 0; 
os 2� > 1=2,�ÏÜÔÏÍÕ A > 0, C > 1, B 6 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ A sin 2k� > 0, É × ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ-ÓÔÉ C + B 
os 2k� > C + B = 1, ÏÔËÕÄÁ ÉÍÅÅÍ 
k > 1; k = 0; : : : ; n− 1 �ÒÉ n > 4.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(z) = n−1∑k=0 
kzk:



74 ó. â. çÁÛËÏ×îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ(z2 − 2z 
os 2�+ 1)p(z) = zn+1 + : : :+ z + 1;ÔÁË ËÁË 
n = 
n+1 = 
−1 = 
−2 = 0. ðÏÜÔÏÍÕp(z) = zn+1 + : : :+ z + 1z2 − 2z 
os 2�+ 1 = zn+2 − 1(z − 1)(z2 − 2z 
os 2�+ 1) == zn+2 − 1(z − 1)(z − exp 2�i)(z − exp (−2�i)) ;Á ÔÁË ËÁË zn+2 − 1 = n+1∏k=0(z − exp 2k�i);ÔÏ p(z) = zn+2 − 1(z − 1)(z − exp 2�i)(z − exp (−2�i)) = n∏k=2(z − exp 2k�i):ðÏÜÔÏÍÕ n−1∑k=0 
k = p(1) = n+ 22− 2 
os 2� = n+ 24 sin2 � ;
∣∣∣∣∣

n−1∑k=0 
k exp 2k�i∣∣∣∣∣ = |p(exp 2�i)| == ∣∣∣∣∣ n∏k=2(exp 2�i− exp 2k�i)∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣n−1∏k=1(1− exp 2k�i)∣∣∣∣∣ ;Á ÔÁË ËÁË n−1∏k=1(z − exp 2k�i) = zn+2 − 1(z − 1)(z − exp 2n�i)(z − exp (2(n+ 1)�i) == zn+1 + : : :+ z + 1(z − exp 2n�i)(z − exp 2(n+ 1)�i) ;ÔÏ
∣∣∣∣∣

n−1∑k=0 
k exp 2k�i∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣n−1∏k=1(1− exp 2k�i)∣∣∣∣∣ == ∣∣∣∣ n+ 2(1− exp 2n�i)(1− exp 2(n+ 1)�i) ∣∣∣∣ = n+ 28 sin2 � 
os�× ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×
|(exp 2xi− 1)| =√(
os 2x− 1)2 + sin2 2x =√4 sin4 x+ 4 sin2 x 
os2 x ==√4 sin2 x(sin2 x+ 
os2 x) = 2| sinx|;
|(1− exp 2n�i)(1− exp 2(n+ 1)�i)| = |(exp 4�i− 1)(exp 2�i− 1)| =



îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï æÅÊÅÒÁ {üÇÅÒ×ÁÒÉ{óÁÓÓÁ 75= 4 sin 2� sin� = 8 sin2 � 
os�;ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÍ 
n−1∑k=0 
k exp 2k�i = (n+ 2) exp i
8 sin2 � 
os� :äÁÌÅÅ, �ÒÉ l = 2; : : : ; n ÉÍÅÅÍn−1∑k=0 
k exp 2lk�i = p(exp 2l�i) == (exp 2l�i)n+2 − 1(exp 2l�i − 1)(exp 2l�i − exp 2�i)(exp 2l�i − exp (−2�i)) = 0;É �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tn(x) == n∑k=0 
k exp ikx Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Ïn−1∑l=0 
ltn(x+ 2l�) = n−1∑l=0 
l n∑k=0 
k exp ik(x+ 2l�) == n∑k=0 
k exp ikx n−1∑l=0 
l exp 2kl�i = n+ 24 sin2 � (
0 + 
1 exp i(x+ 
)2 
os� ) :ðÏÌÁÇÁÑ �k = 8
k sin2 �=(n+ 2), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ïn−1∑k=0 �ktn(x+ 2k�) = 2
0 + 
1 exp (i
) exp (ix)
os� ; �k > 0; k = 0; : : : ; n− 1:
ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ Fejer L. Ueber trigonometris
he Polynome // J. fuer die reine und angew. Math.,1915. Bd. 146. S. 53{82.[2℄ Egervary E., Szasz O. Einige Extremalprobleme im Berei
he der trigonometri-s
hen Polynome // Math.Zeits
hr., 1928. Bd. 27. S. 641{652.[3℄ ðÏÌÉÁ ç., óÅÇÅ ç. úÁÄÁÞÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ. í.: îÁÕËÁ, 1978.[4℄ �ÉÈÏÍÉÒÏ× ÷. í. îÅËÏÔÏÒÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ. í.: éÚÄ. íçõ,1976.[5℄ çÁÛËÏ× ó. â. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÚÁÄÁÞÉ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ íÁÒËÏ×Á ×ÍÅÔÒÉËÅ Lp // äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÈ�ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. í.: éÚÄ. íçõ, 1987. ó. 79{82.[6℄ âÅËËÅÎÂÁÈ ü., âÅÌÌÍÁÎ ò. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. í.: íÉÒ, 1965.
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ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÓÔÁÔØÅ ó. â. çÁÛËÏ×Á�îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï æÅÊÅÒÁ {üÇÅÒ×ÁÒÉ {óÁÓÓÁ ÄÌÑÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×�÷. í. �ÉÈÏÍÉÒÏ×÷ ÓÔÁÔØÅ ó. â. çÁÛËÏ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ ×ÁÖÎÏÅ É ÉÎ-ÔÅÒÅÓÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ïÎÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÞÅÔÎÙÊÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÒÁ×ÎÙÊ ÅÄÉÎÉ�Å, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÉÛ-ËÏÍ ÂÏÌØÛÉÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÔÏ ÖÅ �ÒÏ-ÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ É �ÒÉÎ�É� ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ. ïÎÏ É ÅÇÏÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ.÷ ÓÔÁÔØÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÓÙÌËÁ ÎÁ ÍÏÀ ËÎÉÇÕ (ÓÍ. [4℄ × Ó�ÉÓËÅ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ), ÇÄÅ ÜÔÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÓ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁÓÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÏ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ | ÄÁÅÔ ÔÁËÉÅ ÂÏÇÁÔÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ-ÓÔÉ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ, ÞÔÏ ÍÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÌÏÓØ ÒÁÚÕÍÎÙÍ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÅÇÏ ÚÄÅÓØ. éÔÁË,ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍx(t) = 1 + 2 n∑k=1 �k 
os kt(Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ) ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ, ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÞÎÏÅ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

|�1| 6 
os �n+ 2 :(ïÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÌÅÇËÏ ÒÅÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ | ÜÔÏ �ÏËÁÚÁÎÏ × ÎÁ-ÞÁÌÅ ËÏÍÍÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ ÓÔÁÔØÉ.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍ x(·) �ÒÅÄÓÔÁ×�ÉÍ × ×ÉÄÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ: x(t) = |∑nk=0 xkeikt|2; xk ∈ R. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,x(t) = ( n∑k=0 xkeikt)( n∑k=0 xke−ikt) = n∑k=0x2k + 2 n−1∑k=0 xkxk+1 
os t+ : : : ;É ÄÅÌÏ Ó×ÅÌÏÓØ Ë ÔÏÞÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ:
−

n−1∑k=0 xkxk+1 → min; n∑k=0 x2k = 1:íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(76{77)



ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÓÔÁÔØÅ ó. â. çÁÛËÏ×Á 77òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ-ÚÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ ∑nk=0 x2k = 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÒÉ-ÍÅÎÑÅÍ �ÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ. æÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: L(x; �) == −∑n−1k=0 xkxk+1 + �∑nk=0 x2k. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÁ×ÉÌÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÅÓÌÉx| ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ìÁÇÒÁÎÖÁ � ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �L�xi (x; �) == 0, 0 6 i 6 n. üÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:x1 = 2�x0; xk−1 + xk+1 = 2�xk; 1 6 k 6 n− 1; xn−1 = 2�xn: (1)úÎÁÞÉÔ, xk = pk(�)x0, ÇÄÅ pk(·) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-ÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:pk(�) = 2�pk−1(�)− pk−2(�); k > 2; p0(�) = 1; p1(�) = 2�: (2)äÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÚÎÁËÏÍÏÇÏ Ó ÔÅÏÒÉÑÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×, ÎÁ ÜÔÏÍ ×Ó£ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ: ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÙ þÅÂÙÛ£×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: pk(�) == sin(k + 1)�sin � , ÇÄÅ � = 
os �. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ××ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ pn−1(�) = �pn(�) (ÔÁ-ËÏ×Ï �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ pn+1(
os �) = 0 ⇔sin(n+2)� = 0. íÁËÓÉÍÕÍ × ÚÁÄÁÞÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ËÏÒÎÅÍ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ. ïÔËÕÄÁ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁ×ÎÏ 
os �n+ 2 . ÷ ÜÔÏÍ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÅÏÒÅÍÁ.äÌÑ ÔÅÈ ÖÅ, ËÔÏ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ ×ÓÅÍ ÜÔÉÍ ×�ÅÒ×ÙÅ, ÎÁÄÏ ËÏÅ-ÞÔÏ �ÏÑÓÎÉÔØ.1. õÍÎÏÖÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ x0; x1; : : : ; xn, ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ É ÕÞÉ-ÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ∑nk=0 x2k = 1, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ∑n−1k=0 xkxk+1 = �, Ô. Å. ÚÎÁÞÅÎÉÅÚÁÄÁÞÉ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ (1).2. òÅÛÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÑÈ ÔÁË. þÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÝÅÔÓÑ ××ÉÄÅ pk(�) = ak. �ÏÇÄÁ a ÄÏÌÖÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ a2 − 2�a + 1, Ô. Å.a = � ±
√�2 − 1, ÏÔËÕÄÁ a = ei�, ÇÄÅ � = 
os �. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÝÅÍ × ×ÉÄÅpk(�) = C1eik� + C2e−ik�. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ pk(�) == sin(k + 1)�sin � . íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ pn−1(�) = �pn(�) (ÔÁËÏ×Ï �Ï-ÓÌÅÄÎÅÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ) | ÜÔÏ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ sin(n + 2)� = 0,Ô. Å. � = �n+ 2 , ÏÔËÕÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁ×ÎÏ 
os �n+ 2 , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

÷. í. �ÉÈÏÍÉÒÏ×, ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ íçõ
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�ÅÏÒÅÍÁ îÅÊÍÁÎÁ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ |ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑâ. ò. æÒÅÎËÉÎ�ÅÏÒÅÍÁ îÅÊÍÁÎÁ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ �Ï �ÒÁ×Õ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÌÀÞÅ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ, ÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ îÅÊÍÁÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÅÅ ÌÉÛØÄÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, �ÒÉÞÅÍ ÓÌÏÖÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉîÅÊÍÁÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎË�ÉÊ, Ó ÞÅÍ É Ó×Ñ-ÚÁÎ ÅÇÏ ÍÅÔÏÄ | �ÒÏÚÒÁÞÎÙÊ �Ï ÉÄÅÅ, ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍ �ÅÌÏ-ÇÏ ÒÑÄÁ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ É �Ï ÓÕÔÉ Ó×ÏÅÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ. ðÏ ÔÏÊÖÅ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ É ÔÅÏÒÅÍÁ èÁÎÁ {âÁÎÁÈÁ. ëÁË ÉÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÄÒÕÇÏÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÁËÕÔÁÎÉ,�ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ (× ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ) îÅÊÍÁÎÏÍ; × ÚÁÍÅÔËÅ�ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ëÁËÕÔÁÎÉ.1.28 ÄÅËÁÂÒÑ 2003 Ç. ÉÓ�ÏÌÎÉÌÏÓØ 100 ÌÅÔ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ äÖÏÎÁ (ñÎÏÛÁ,éÏÇÁÎÎÁ) ÆÏÎ îÅÊÍÁÎÁ | ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÅÌÉÞÁÊÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× XX ×ÅËÁ. åÍÕ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÓÎÏ×Ï�ÏÌÁÇÁÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ, É ÏÄÎÉÍ ÉÚ�ÅÒ×ÙÈ ÓÔÁÌÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ × ÅÇÏ ÓÔÁÔØÅ "Zur Theorie derGesells
haftsspiele\, Mathematis
he Annalen, 100 (1928), 295{320 (ÒÕÓÓËÉÊ �ÅÒÅ-×ÏÄ [3℄). ðÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ ËÁËÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÓ�É�ÌÉÎÙ. îÅÊÍÁÎ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÏÓÎÏ×-ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ É �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÅÅ ÚÁÄÁÞ, ÄÏËÁÚÁÌ ÅÅ ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ,ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÔÅÍ �ÏÌÕÞÉÌÁ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ ÉÍÅÎ-ÎÏ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÁÑ ÎÏ×ÉÚÎÁ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ �ÒÉ×ÅÌÁ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÅÒÅÄËÏ ÏÎ ÎÅ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÌÓÑ × �ÏÌÎÏÍ ÏÂßÅÍÅ | ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ,É Ë ÍÅÔÏÄÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.íÏÖÎÏ ×ÓÔÒÅÔÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï îÅÊÍÁÎÁÉÚÌÉÛÎÅ ÕÓÌÏÖÎÅÎÏ. éÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÕÖÉÔ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ËÎÉÇÁîÅÊÍÁÎÁ É íÏÒÇÅÎÛÔÅÒÎÁ [4℄, ÇÄÅ ÎÁ Ó. 178 ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: �äÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ × �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÁÔØÅ [Ô. Å. ÓÔÁÔØÅ 1928 Ç.℄, ÄÏ×ÏÌØÎÏÚÁ�ÕÔÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ Á��ÁÒÁÔ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ É ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ�. éÎÏÇÄÁ�ÏÌÁÇÁÀÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ îÅÊÍÁÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ë ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎË-�ÉÑÍ. (ïÄÎÁËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ëÁËÕÔÁÎÉ [9℄ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕ-ÅÔ | É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ Ó×ÏÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ | ÔÅÏÒÅÍÕ îÅÊÍÁÎÁ × �ÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ.) äÌÑÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ �ÏÑ×ÉÌÉÓØ ÂÏÌÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á,ÞÅÍ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ×ÙÚ×ÁÎÏ �ÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(78{85)



�ÅÏÒÅÍÁ îÅÊÍÁÎÁ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ | ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ 79îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ îÅÊÍÁÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ × ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝ-ÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ �ÒÑÍÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ×,Ë×ÁÚÉ×ÏÇÎÕÔÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ É Ë×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÙ ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ, �ÒÉÞÅÍ ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ ×ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ËÏÍ�ÁËÔÁÍÉ ×ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÓÍ. �. 3)1). �ÅÏÒÅÍÏÊ îÅÊÍÁÎÁ ÏÈ×Á-ÔÙ×ÁÅÔÓÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �Ï�ÕÌÑÒÎÙÊ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ×ÏÇÎÕÔÏ-×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.éÍÅÎÎÏ Ó ÏÂÝÎÏÓÔØÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ É Ó×ÑÚÁÎ ÍÅÔÏÄ îÅÊÍÁÎÁ, �ÒÏÚÒÁÞÎÙÊ �ÏÉÄÅÅ É ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍ ÒÑÄÁ �ÏÚÄÎÅÊÛÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ (ÓÍ. ��. 3, 4).ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÂÏÌÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4, Ó. 163{167, 178{179℄) Ï�ÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÊ(ÉÌÉ Ï�ÏÒÎÏÊ) ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ èÁÎÁ {âÁÎÁÈÁ. ïÄ-ÎÁËÏ ÁÎÁÌÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ{âÁÎÁÈÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÁÍÏÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï îÅÊÍÁÎÁ (ÓÍ.��. 4, 5). éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ (ÒÁÂÏÔÁ èÁÎÁ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ × 1927, îÅÊÍÁÎÁ × 1928 É âÁÎÁÈÁ × 1929),ÎÏ × ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ, É ÉÈ Ó×ÑÚØ ×ÎÁÞÁÌÅ ÎÅ ÏÓÏÚÎÁ×ÁÌÁÓØ.2.þÔÏ ÖÅ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÌ îÅÊÍÁÎ É × ÞÅÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÅÇÏ ÍÅÔÏÄ?÷ ÓÔÁÔØÅ [1℄ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ ÄÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÕÓÔØ h(�; �) | ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÏ× � É � × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ �ÒÏÂÅÇÁÀÔ ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÅ ÎÁÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÒÔÙ. �ÏÇÄÁmax� min� h(�; �) = min� max� h(�; �) : (∗)òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ, ×Ï-�ÅÒ-×ÙÈ, ËÌÁÓÓÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÉÈ ÏÂÌÁÓÔÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. úÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �ÍÁËÓÍÉÎ ÒÁ×ÅÎ ÍÉÎÉÍÁË-ÓÕ�. (÷ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (*) ÍÁËÓÍÉÎ ÉÌÉ ÍÁËÓÉÍÉÎ | ÜÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ, Á ÍÉÎÉÍÁËÓ |�ÒÁ×ÁÑ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÁËÓÍÉÎ ÎÅ ÍÅÎØ-ÛÅ ÍÉÎÉÍÁËÓÁ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÓÅÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï: �ÓÁÍÙÊ ÄÌÉÎÎÙÊÓÒÅÄÉ ÓÁÍÙÈ ËÏÒÏÔËÉÈ �Ï ÛÅÒÅÎÇÁÍ ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ, ÞÅÍ ÓÁÍÙÊ ËÏÒÏÔËÉÊ ÓÒÅÄÉ ÓÁ-ÍÙÈ ÄÌÉÎÎÙÈ �Ï ËÏÌÏÎÎÁÍ�.)÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÏÑ×ÉÌÉÓØ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÇÄÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÓÕ�ÒÅÍÕÍÁÈ ÉÉÎÆÉÍÕÍÁÈ. åÓÌÉ ÖÅ ÍÉÎÉÍÁËÓ É ÍÁËÓÍÉÎ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ, ÔÏ, ËÁËÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÓÅÄÌÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ,ÇÄÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ �Ï � É ÍÉÎÉÍÕÍ �Ï �. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,1)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÜÔÏÍÕ �Ï×ÏÄÕ × ÚÁÍÅÔËÅ [8℄ ÄÏ�ÕÝÅÎÁ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔØ: ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï îÅÊÍÁÎÁÔÒÅÂÕÅÔ ÉÍÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ËÏÍ�ÁËÔÏ×, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÓÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ (ÄÌÑË×ÁÚÉ×ÏÇÎÕÔÏ-Ë×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÎÅËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ í. óÁÊÏÎÕ (ÓÍ. [1, Ó. 259-260℄).



80 â. ò. æÒÅÎËÉÎ�ÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁËÓ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ (x; y0), Á ÍÁËÓÍÉÎ | × ÔÏÞËÅ (x0; y). �Ï-ÇÄÁ f(x; y0) > f(x0; y0) > f(x0; y). åÓÌÉ ÍÉÎÉÍÁËÓ ÒÁ×ÅÎ ÍÁËÓÍÉÎÕ, ÔÏ Ä×ÏÊÎÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É ÔÏÞËÁ (x0; y0) | ÓÅÄÌÏ×ÁÑ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉÓÅÄÌÏ×ÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÎÅÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÍÉÎÉÍÁËÓÁÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÍÁËÓÍÉÎÁ. �ÁË ËÁË ÍÉÎÉÍÁËÓ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ÍÁËÓÍÉÎÁ, ÔÏÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ.îÅÊÍÁÎ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ Ó×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÏ �ÉÛÅÔ,ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÅÅ Ó×ÏÊÓÔ× (×ÉÄÉÍÏ, ÓÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ É Ó×ÑÚÁÎÁ ÉÌÌÀÚÉÑ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ). òÏÌØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÉÇÒÅÄ×ÕÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÈÏÄÏ× (ÞÉÓÔÙÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ) ÉÇÒÏ-ËÉ ÍÏÇÕÔ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÉÈ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ | ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅÓÔÒÁÔÅÇÉÉ; ÔÏÇÄÁ ×ÙÉÇÒÙÛ ÉÇÒÏËÁ (É �ÒÏÉÇÒÙÛ ÅÇÏ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ ÜÔÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. äÌÑ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÉÎÉ-ÍÁËÓÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÇÒÙ| ÔÁËÁÑ �ÁÒÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÓÔÒÁÔÅ-ÇÉÊ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÇÒÏË �ÏÌÕÞÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ �ÒÉ ÄÁÎÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÈ�ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ.òÁÚ×ÉÔÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ ÚÁÓÔÁ×ÉÌÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÙÉÇÒÙÛÁ.îÁÞÁÌÏ ÜÔÏÍÕ �ÏÌÏÖÉÌ îÅÊÍÁÎ × ÓÔÁÔØÅ [10℄, ÇÄÅ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁÏ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÄÏËÁÚÁÎÏ ÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚÖÅ �ÏÌÕÞÉÌ ÄÒÕ-ÇÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ëÁËÕÔÁÎÉ (ÓÍ. �. 6). úÁÔÅÍ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ ÒÑÄ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÔÅÏÒÅ-ÍÙ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÏÂÝÎÏÓÔØ ÌÉÂÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ,ÎÁ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ (ÓÍ. [1, Ó. 238{267, 362℄). ÷ 1959 õ ÷ÜÎØ-�ÚÀÎØ (ÓÍ.[1, Ó. 258{259℄) ×�ÅÒ×ÙÅ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÞÉÓÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ |ÎÅ�ÒÏÓÔÏÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ É (ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ) �Ï ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ, ÎÏ ÚÁÔÏ ÏÈ×Á-ÔÉ×ÛÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂÏÂÝÉÌ èÏÁÎÇ �ÕÊ (ÓÍ.[1, Ó. 253{258℄), Á �ÏÚÄÎÅÅ É ÄÒÕÇÉÅ Á×ÔÏÒÙ.3.÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÓÔÁÔØÅ îÅÊÍÁÎÁ. ïÎ ÏÔÍÅÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÒÅÂÕÅÔÓÑÎÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ, Á (× ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ) ÅÅ Ë×ÁÚÉ×ÏÇÎÕÔÏÓÔØ�Ï �, Ë×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ �Ï � É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ �Ï ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ë×Á-ÚÉ×ÏÇÎÕÔÏÓÔØ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ë×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÏÂÏÉÈ ËÏÎ�ÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ) ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ, ÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÎÁ ×Ó£Í ÏÔÒÅÚËÅ. �ÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÀÂÁÑ ×ÏÇÎÕÔÁÑ (ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×Ù�ÕËÌÁÑ) ÆÕÎË�ÉÑ. îÏ ËÌÁÓÓÙ Ë×ÁÚÉ×ÏÇÎÕÔÙÈ É Ë×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÇÏÒÁÚÄÏ ÛÉÒÅ; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÍ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÀÂÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.ëÁË ÏÔÍÅÞÅÎÏ × �. 1, ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ, ÓÌÕÖÁÝÉÅ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ� É �, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÌÀÂÙÍÉ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ËÏÍ�ÁËÔÁÍÉ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÚÁ�ÕÔÁÎÎÏÇÏ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅ-ÍÙ îÅÊÍÁÎÁ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑÏÔ Á×ÔÏÒÓËÉÈ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ îÅÊÍÁÎÁ ÄÌÑ Ë×ÁÚÉ×ÏÇÎÕÔÏ-Ë×ÁÚÉ×Ù�Õ-ËÌÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ � É �



�ÅÏÒÅÍÁ îÅÊÍÁÎÁ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ | ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ 81�Ï ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ �r É �s É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ (ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ) max�r min�s f(�; �) É min�s max�r f(�; �), ÇÄÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f(�; �). îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ××ÅÄ£ÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÀ, Ë×ÁÚÉ-×ÏÇÎÕÔÏÓÔØÀ É Ë×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÏÓÔØÀ �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÇÒÕ��ÁÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).åÓÌÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÚ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÒÏÍÅ �r É �s, É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ fÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ. äÁÌÅÅ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏÇÏ �r É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �s, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ f(x; �s) ÄÏ-ÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ. éÚ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÎÅ�ÕÓÔÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á ÉÚ ÅÅ Ë×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ �Ï �s | ÞÔÏ ÏÎÏ ×Ù�ÕËÌÏ. ëÒÏ-ÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ.úÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÔÒÅÚÏË (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó×ÏÄÑÝÉÊÓÑ Ë ÔÏÞËÅ) [K ′(x);K ′′(x)℄.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ y �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ �s É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ �r, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ f(�r; y) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [L′(y); L′′(y)℄. éÚ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ K ′(�r); L′(�s) �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÓÎÉ-ÚÕ, Á K ′′(�r); L′′(�s) �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ Ó×ÅÒÈÕ2). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ �r → x,K ′(�r) → y. �ÏÇÄÁ f(�r;K ′(�r)) → f(x; y), �ÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.îÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É f(�r;K ′(�r)) = min�s f(�r; �s); ÚÎÁÞÉÔ, f(x; y) == f(x;K ′(x)), ÏÔËÕÄÁ y > K ′(x), Ô. Å. ÆÕÎË�ÉÑ K ′ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÓÎÉÚÕ. ðÏÌÕ-ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ K ′′; L′; L′′ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ× [L′(�s); L′′(�s)℄, ÇÄÅ �s �ÒÏÂÅÇÁÅÔ[K ′(x);K ′′(x)℄. îÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÑ L′(�s) ÄÏÓÔÉ-ÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ H ′(x), Á �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ó×ÅÒÈÕ ÆÕÎË�ÉÑ L′′(�s) | ÍÁËÓÉÍÕ-ÍÁ H ′′(x). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ x′, �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÍÅÖÄÕ H ′(x)É H ′′(x), ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË[L′(�s); L′′(�s)℄ �ÅÌÉËÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ÌÉÂÏ ÓÌÅ×Á, ÌÉÂÏ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ x′, �ÒÉÞÅÍ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ ÏÔÒÅÚËÉ ÏÂÏÉÈ ×ÉÄÏ× (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ H ′(x) É H ′′(x)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ). îÁ ÏÔÒÅÚËÅ [K ′(x);K ′′(x)℄ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �s = y, × ÌÀ-ÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÏÂÁ ÓÌÕÞÁÑ. �ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ L′(�s)(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ L′′(�s)) �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÓÎÉÚÕ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÅÒÈÕ), ÔÏL′(y) 6 x′, L′′(y) > x′, Ô. Å. x′ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÕ [L′(y); L′′(y)℄, × �ÒÏÔÉ-×ÏÒÅÞÉÉ Ó �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ. úÎÁÞÉÔ, × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏ×[L′(�s); L′′(�s)℄ ÚÁ�ÏÌÎÑÅÔ ×ÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË [H ′(x); H ′′(x)℄.éÚ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÆÕÎË�ÉÊ K ′, K ′′, L′, L′′ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ H ′(�r) �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÓÎÉÚÕ, Á H ′′(�r) | Ó×ÅÒ-ÈÕ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÁÂÚÁ�Å, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ × ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ x,ÞÔÏ H ′(x) 6 x 6 H ′′(x). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ y, ÞÔÏ (x; y) Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÍÉÎÉÍÕÍÁ �Ï �s É ÔÏÞËÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ �Ï �r, Ô. Å. ÓÅÄÌÏ×ÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑf . ëÁË ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ, ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÁ É ÍÁËÓÍÉÎÁ. �2)æÕÎË�ÉÑ f(x) �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÓÎÉÚÕ × ÔÏÞËÅ x0, ÅÓÌÉ ÉÚ x → x0; f(x) → y ÓÌÅÄÕÅÔy > f(x0). ðÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ Ó×ÅÒÈÕ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.



82 â. ò. æÒÅÎËÉÎ4.ðÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÕÀ ÓÈÅÍÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ × ÏÓÎÏ×Å ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á,ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÍ. [8℄, ÇÄÅ �Ï ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ ÄÏËÁ-ÚÁÎÏ ÏÄÎÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ îÅÊÍÁÎÁ). ðÕÓÔØ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÏÔÒÅÚÏË Ó ×ÙËÏÌÏÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ x′) ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ Ä×ÕÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× S+ É S−. éÍÅÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï
{M� | � ∈ I} Ó×ÑÚÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S; × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÏÔÒÅÚ-ËÉ [L′(�s)℄; L′′(�s)℄ | × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ x′ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-×ÏÍ (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÏÔÒÅÚËÏÍ). ðÕÓÔØ I+ É I− | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÅÈ ÉÎÄÅËÓÏ×� ∈ I , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ M� ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó S+ É Ó S−. âÕÄÕÞÉÓ×ÑÚÎÙÍÉ,M� ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó S+ É S−. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× I+ É I− ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó I . äÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙ. ÷×ÉÄÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á I ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁ-ÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ �ÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É ÔÏÇÄÁ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ�ÕÓÔÙÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ M�. (÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ËÏÔÏ-ÒÏÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ x′ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. úÁÔÅÍ ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÅÝÅÒÁÚ | Ë ÏÔÒÅÚËÁÍ [H ′(x); H ′′(x)℄.)ï�ÉÓÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× õ ÷ÜÎØ-�ÚÀÎÑ, èÏÁÎÇ�ÕÑ, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÔÅÏÒÅÍ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ, ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÉÆÉ-ËÁ�ÉÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ {âÁÎÁÈÁ, Á × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÕ ÖÅÓÈÅÍÕ! �ÁË ÞÔÏ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÁ îÅÊÍÁÎÁ | ÎÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ (× ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÍÓÌÕÞÁÅ), Á ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ {âÁÎÁÈÁ.5.þÉÔÁÔÅÌÀ, ÚÎÁËÏÍÏÍÕ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ{âÁ-ÎÁÈÁ, �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÔÒÁÎÎÙÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Å ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÈ × ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÁÄËÏÔÏÒÙÍÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓÕ×ÉÄÉÍ, ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÏÚÒÁÞÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å Ï�ÉÓÁÎ-ÎÏÊ ×ÙÛÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÙ. íÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÚÁÍÅÔËÅ [8℄.âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ.�ÅÏÒÅÍÁ èÁÎÁ{âÁÎÁÈÁ. ðÕÓÔØ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅN ÚÁÄÁÎ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ P (x), Á ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÅÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅM |ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ F (x), �ÏÄÞÉÎÅÎÎÙÊ ÕÓÌÏ×ÉÀF (x) 6 P (x) (∗∗)(ÏÂÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ). �ÏÇÄÁ F (x) �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÎÁ ×Ó£Í �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (∗∗).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁM | ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔØ: ÄÁÌÅÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ (ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÁÑ) ÉÎÄÕË�ÉÑ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ÷ÙÂÅÒÅÍÔÏÞËÕ a ∈ N , ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ M . ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ F (x) Ó M ÎÁ



�ÅÏÒÅÍÁ îÅÊÍÁÎÁ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ | ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ 83N ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ a É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.�ÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ (∗∗), ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉÍÙ-ÍÉ. ÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ P (x) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ×Ù�ÕËÌÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏÌÅÖÉÔ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔM ÌÉÂÏ �ÕÓÔÏ. ó ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔM ËÁËÏÅ-ÔÏ �ÒÏ-ÄÏÌÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ÔÏÞËÉ (É �ÏÔÏÍÕ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÈ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ):ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ × ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ F (a) > P (a), × ÄÒÕÇÏÍ F (a) < −P (−a).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ I+ É I− - ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÔÏÞËÅ a ÔÅÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÁ F (x), Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÏÞÅË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï ÏÄÎÕ É �ÏÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ M . ÷ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ�ÕÓÔÙ É ÉÈ ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÉÅÍ ÓÌÕÖÉÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ I+ É I− ÚÁÍËÎÕÔÙ.ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ; ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÉÓËÏÍÙÍ �ÒÏÄÏÌ-ÖÅÎÉÑÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ F (x). �íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ × Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ îÅÊÍÁÎ ÓÄÅÌÁÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÅÒÅÄËÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ. ïÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁÓÉÔÕÁ�ÉÊ É ÓÏÚÄÁÌ ÍÅÔÏÄ, ×ÁÖÎÅÊÛÉÊ × �ÏÄÏÂÎÙÈ ×Ï�ÒÏÓÁÈ. (�ÕÔ ÕÍÅÓÔÎÏ ×Ó�Ï-ÍÎÉÔØ ÓÌÏ×Á, ÓËÁÚÁÎÎÙÅ ó. â. óÔÅÞËÉÎÙÍ �Ï �Ï×ÏÄÕ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÈ �ÒÏÂ-ÌÅÍ × 1970 Ç. ÎÁ ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á: �õ ËÌÁÓÓÉËÏ××ÓÅÇÄÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ ÔÅÈ, ËÔÏ ÉÈ �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÌ�.) óÏÚÄÁ×ÁÑÔÅÏÒÉÀ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÎÏ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÉÔÕÁ�ÉÊ, îÅÊÍÁÎ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÌÓÑ ÄÏÓÔÉÞØÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ��ÒÉ×ÑÚËÉ Ë ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ�, Ë ÎÁÌÉÞÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÁÍ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÏÎ ÈÏ-ÔÅÌ ×ÙÑ×ÉÔØ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÕÀ ÓÕÔØ Ñ×ÌÅÎÉÊ, ÉÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÓÈÅÍÕ. é �ÒÉ ÜÔÏÍÏÂÎÁÒÕÖÉÌÏÓØ ÒÏÄÓÔ×Ï Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÆÁËÔÁÍÉ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÉ. îÁÇÌÑÄÎÏ �ÏÄÔ×ÅÒÄÉÌÉÓØ ÓÌÏ×Á ðÕÁÎËÁÒÅ [7, Ó.388℄: �. . .íÁÔÅÍÁÔÉËÁ |ÜÔÏ ÉÓËÕÓÓÔ×Ï ÄÁ×ÁÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ×ÅÝÁÍ.�6.ðÏÓÌÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅÌÉÛÎÅ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍ Ï ÍÉÎÉÍÁËÓÅ ÉÍÅÀÔ Ó×ÏÉ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÅÏÒÅÍÁîÅÊÍÁÎÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁËÕÔÁÎÉ Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ É × ÄÒÕÇÉÈ ×Ï�ÒÏÓÁÈ | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × Ó×ÑÚÉÓ �ÒÏÂÌÅÍÁÍÉ ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ. ïÄÎÁËÏ ÎÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ × ÔÅÞÅÎÉÅÄÏÌÇÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁËÕÔÁÎÉ (ÎÅ ÓÁÍÏÅ �ÒÏÚÒÁÞÎÏÅ) ÉÍÅ-ÌÏÓØ ÌÉÛØ × ÏÄÎÏÍ ÏÂÝÅÄÏÓÔÕ�ÎÏÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ [5, Ó. 97{99℄. ìÉÛØ ÓÏ×ÓÅÍÎÅÄÁ×ÎÏ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ, ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ëÁËÕÔÁÎÉ ÂÙÌÏ ÉÚÌÏÖÅÎÏ× ËÎÉÇÅ [6, Ó. 96{97℄. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÚÎÙÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÜÔÕ ÚÁÍÅÔËÕÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁËÕÔÁÎÉ, ×ËÌÀÞÉ× ×Ù×ÏÄ ÉÚ ÎÅÅ ÔÅÏÒÅÍÙ îÅÊÍÁÎÁ.ëÁË É [6℄, ÍÙ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÓÌÅÄÕÅÍ �ÅÒ×ÏÉÓÔÏÞÎÉËÕ [9℄.�ÅÏÒÅÍÁ ëÁËÕÔÁÎÉ. ðÕÓÔØ × r-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÁÎ ×Ù-�ÕËÌÙÊ ËÏÍ�ÁËÔ S É ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ÔÏÞËÅ x �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×Ù�ÕËÌÏÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �(x) ⊂ S, �ÒÉÞÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÚÁÍËÎÕÔÏ (× ÉÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏ-ÇÉÉ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ Ó×ÅÒÈÕ): ÅÓÌÉ xi → x, yi → y É yi ∈ �(xi) �ÒÉ ×ÓÅÈ i, ÔÏy ∈ �(x) (��ÒÅÄÅÌ ÏÂÒÁÚÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÒÁÚÅ �ÒÅÄÅÌÁ�). �ÏÇÄÁ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ� ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ | ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ x, ÞÔÏ x ∈ �(x).



84 â. ò. æÒÅÎËÉÎäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÍÅÓÔÉÍ S ×ÎÕÔÒØ r-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ S′. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  : S′ → S, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ  (x) = xÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ S (ÒÅÔÒÁË�ÉÑ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ S′ ÎÁ S). ðÏÌÏÖÉ× �(x) = �( (x)) ÄÌÑ×ÓÅÈ x ∈ S′, ÍÙ �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÎÁ ×ÅÓØ ÓÉÍ�ÌÅËÓ, �ÒÉÞÅÍ ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÏ× ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ. �Å�ÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁ S′: ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ S, �ÏÓËÏÌØËÕ �(S′) ⊆ S.òÁÚÏÂØÅÍ S′ ÎÁ ÍÁÌÅÎØËÉÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ. åÓÌÉ v | ×ÅÒÛÉÎÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ, ÔÏ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ v′ ∈ �(v) É �ÏÌÏÖÉÍ '1(v) = v′. óÄÅÌÁÅÍ ÔÁË ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎÒÁÚÂÉÅÎÉÑ É �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '1 ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÁÌÅÎØËÏ-ÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁS′ × ÓÅÂÑ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÁÕÜÒÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2, Ó. 502{507℄) ÏÎÏ ÉÍÅÅÔÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ x1 = �1;0x1;0 + · · · + �1;rx1;r, ÇÄÅ x1;0; : : : ; x1;r | ×ÅÒÛÉÎÙÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, �1;0 + · · ·+ �1;r = 1; �1;0 > 0; : : : ; �1;r > 0. ðÒÉÜÔÏÍ x1 = '1(x1) = �1;0'1(x1;0) + · · ·+ �1;r'1(x1;r).÷ÚÑ× ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ'2 Ó ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x2 = �2;0x2;0 + · · · + �2;rx2;r. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓ,ÕÓÔÒÅÍÉ× ÄÉÁÍÅÔÒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ë ÎÕÌÀ. íÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÎÏÍÅÒÏ× i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ: xi ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x (ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ,xi;0; : : : ; xi;r ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ); �i;0; : : : ; �i;r ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÍ �0; : : : ; �r, ÇÄÅ �0 + · · ·+ �r = 1; �0 > 0; : : : ; �r > 0; 'i(xi;0); : : : ; 'i(xi;r)ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ y0; : : : ; yr. �ÏÇÄÁ x = �0y0 + · · · + �ryr. éÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ y0; : : : ; yr �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �(x). �ÁË ËÁË ÜÔÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ, ÔÏ x ÔÁËÖÅ ÅÍÕ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ, Ô.Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �. �÷Ù×ÏÄ ÔÅÏÒÅÍÙ îÅÊÍÁÎÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁËÕÔÁÎÉ. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÒÑÍÏÍ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ËÏÍ�ÁËÔÏ×K É L × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å ÚÁÄÁÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x; y), Ë×ÁÚÉ×ÏÇÎÕÔÁÑ ÎÁ K �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ y ÉË×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÁÑ ÎÁ L �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ x. äÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ K �ÏÌÏÖÉÍLx = {y′ ∈ L | f(x; y′) = miny′′∈L f(x; y′′)};Ky = {x′ ∈ K | f(x′; y) = maxx′′∈K f(x′′; y)};�(x; y) = Ky × Lx:ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞÅÞÎÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓ-ÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁËÕÔÁÎÉ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ. ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÅÄÌÏ×ÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x; y), ÏÔËÕÄÁ (ÓÍ. �. 2) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÉÎÉ-ÍÁËÓÁ É ÍÁËÓÍÉÎÁ. �á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÷. í. �ÉÈÏÍÉÒÏ×Õ ÚÁ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ É �ÏÌÅÚÎÙÅ ÚÁÍÅ-ÞÁÎÉÑ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ ÷ÏÒÏÂØ£× î. î. ïÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ. âÅÓËÏÁÌÉ�ÉÏÎÎÙÅ ÉÇÒÙ. í.: îÁÕËÁ, 1984.
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çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑÓ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉì. ä. ðÕÓÔÙÌØÎÉËÏ×∗÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (ÏÂÏÂÝÁÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÕçÅÒÏÎÁ) É ÄÁÀÔÓÑ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍ.1. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ çÅÒÏÎÁòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ Ó �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y) ÉÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁ �ÏÌÕ-ÏÓÉ: f(z) =√(x1 − z)2 + y21 +√(x2 − z)2 + y22 + kz → min; z > 0; (k > 0): (1)ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ yi > 0. úÁÄÁÞÁ (1) ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ �ÒÉ k = 0 ÉÚ×ÅÓÔÎÁ, ËÁËÚÁÄÁÞÁ çÅÒÏÎÁ.òÅÛÅÎÉÅ ẑ ÚÁÄÁÞÉ (1) ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÉÂÏ f(z) → ∞ �ÒÉz → ∞) É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ (× ÓÉÌÕ ÓÔÒÏÇÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ f). éÚ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊÍÉÎÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ẑ = 0, ÔÏ f ′(0) >

> 0, Á ÅÓÌÉ ẑ > 0, ÔÏ f ′(0) = 0. ÷ ÓÉÌÕ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ, ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉk >
x1√x21 + y21 + x2√x22 + y22 = 
os'1 + 
os'2; (2)ÔÏ ẑ = 0, ÅÓÌÉ ÖÅ k < x1√x21 + y21 + x2√x22 + y22 = 
os'1 + 
os'2; (3)ÔÏ ẑ > 0, É ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑk = x1 − z√(z − x1)2 + y21 + x2 − z√(z − x2)2 + y22 = 
os 2(z)− 
os 1(z): (4)÷ (2) É (3) 'i ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÌÑÒÎÙÊ ÕÇÏÌ ÔÏÞËÉ (xi; yi) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÄÅËÁÒ-ÔÏ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ xi; yi; ÕÇÌÙ  i ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 4, Ó. 90.

∗òÁÂÏÔÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ òææé, �ÒÏÅËÔ 02{01{01067.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(86{92)
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y

Q

òÉÓ. 1.åÓÌÉ k > 2, ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) É ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ẑ = 0.ðÕÓÔØ 0 < k < 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÓÅËÔÏÒ Q Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ O,ÉÍÅÀÝÉÊ ÕÇÏÌ 
, 
os 
 = k=2, ÏÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÏÌÕÏÓØx > 0, y = 0, Á ÄÒÕÇÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÎÔÁ x > 0, y > 0 (ÒÉÓ. 1).÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË (x1; y1) É (x2; y2) ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÓÅËÔÏÒÁ Q.1. �ÏÞËÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ×ÎÕÔÒÉ ÉÌÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÓÅËÔÏÒÁQ, �ÒÉÞÅÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅËÔÏÒÁ. �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3), ÔÁË ËÁË 
os'i > k=2,�ÒÉÞÅÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | ÓÔÒÏÇÏÅ.2. �ÏÞËÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ×ÎÅ ÉÌÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÓÅËÔÏÒÁ Q. �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ.3. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅËÔÏÒÁ, Á ÄÒÕÇÁÑ | ×ÎÅ ÓÅËÔÏÒÁ, ÔÏ ÍÏÖÅÔ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (2), (3).2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ çÅÒÏÎÁîÁ�ÏÍÎÉÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ï �ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÒÅËÕ. îÕÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÓÔÞÅÒÅÚ ÒÅËÕ Ó �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÂÅÒÅÇÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÕÔØ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B,ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÒÅËÉ, ÂÙÌ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ. íÏÓÔ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓ-�ÏÌÏÖÉÔØ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÂÅÒÅÇÁÍ. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï �ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÒÅËÕ �Ï-ÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 2.A
BòÉÓ. 2.



88 ì. ä. ðÕÓÔÙÌØÎÉËÏ×
��−�2 xO

y Q
m`(u; v) (z; 0)(x1; y1)

(x3; y3)
(x2; y2)

òÉÓ. 3.ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ Ï �ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÒÅËÕ Ó ÎÅ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÂÅÒÅÇÁÍÉ �Ï-Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ çÅÒÏÎÁ.ðÕÓÔØ ÒÅËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÌÏÓËÉÊ ÕÇÏÌ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ �, Á ÍÏÓÔ ÎÕÖÎÏÓÔÒÏÉÔØ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ m ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ (ÒÉÓ. 3). ÷×ÅÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÙ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 3: ÏÓØ ÁÂÓ�ÉÓÓ ÎÁ�ÒÁ×ÉÍ ×ÄÏÌØ ÏÄÎÏÇÏ ÂÅÒÅÇÁ ÒÅËÉ, ÒÅËÁ�ÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅÖÉÔ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ y 6 0. �ÏÞËÉ (x1; y1) É (x3; y3), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏÓÏÅÄÉÎÉÔØ �ÕÔÅÍ, ÌÅÖÁÔ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÒÅËÉ. �ÏÞËÁ (x2; y2) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÔÏÞËÅ (x3; y3) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÁ �.åÓÌÉ ËÏÎÅ� ÍÏÓÔÁ ÎÁ ÂÅÒÅÇÕ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÍ �Ï ÏÓÉ ÁÂÓ�ÉÓÓ, ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ(z; 0), ÔÏ ÄÌÉÎÁ ÍÏÓÔÁ ÒÁ×ÎÁ 2z sin(�=2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ k = 2 sin(�=2). ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏÏÔ×ÅÔ × ÚÁÄÁÞÅ Ï �ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÒÅËÕ ÉÚ ÔÏÞËÉ (x1; y1) × ÔÏÞËÕ (x3; y3) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÉÚ ÏÔ×ÅÔÁ × ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ çÅÒÏÎÁ ÄÌÑ ÔÏÞÅË (x1; y1) É (x2; y2) (ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × (1) | ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ (x1; y1) É (z; 0), (z; 0)É (x3; y3) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÔÒÅÔØÅ ÒÁ×ÎÏ ÄÌÉÎÅ ÍÏÓÔÁ Ó ËÏÎ�ÏÍ (z; 0)).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ �ÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ × ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÉ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ çÅÒÏÎÁ, ÎÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï �ÅÒÅÈÏÄÅÞÅÒÅÚ ÒÅËÕ Ó ÎÅ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÂÅÒÅÇÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ, ÄÌÑ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÁÒÔÏÞÅË (x1; y1) É (x2; y2) ×ÎÕÔÒÉ ÓÅËÔÏÒÁ Q ÍÏÖÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ (z; 0) ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ ÁÂÓ�ÉÓÓ, ÞÔÏ z ÅÓÔØ ÍÉÎÉ-ÍÕÍ × ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ çÅÒÏÎÁ. úÄÅÓØ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË × ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊÚÁÄÁÞÅ Ï ÔÒÉÓÅË�ÉÉ ÕÇÌÁ: ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÄÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ×ÏÚÍÖÎÏ, ÎÏ ÄÌÑÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÇÌÏ× ÔÁËÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍÏ.3. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ | ÜÔÏ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÓÓÉ×ÎÁÑÔÏÞËÁ Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ×ÎÕÔÒÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ B Ó ËÕÓÏÞ-ÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �, Á × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ



çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ 89ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ, Á ÔÁÎ-ÇÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ [6℄.ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ × ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ ×ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ × [1℄, Á × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÅÓÔØ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ | × [2℄. ó ÆÉ-ÚÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÍÎÏÇÉÈ ÞÁÓÔÉ�,Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÇÁÚ × ÓÏÓÕÄÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÎÁÇÒÅ×ÁÔØÓÑ ÉÌÉ ÏÈÌÁÖÄÁÔØÓÑ ÏÔ ÓÔÅ-ÎÏË ÓÏÓÕÄÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÅÎËÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ �ÄÒÏÖÁÔ�, ÞÔÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÅÊ g(
; t), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ �ÒÑÍÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ � × R1, (R1 | �ÒÑÍÁÑÌÉÎÉÑ, 
 ∈ � | ÔÏÞËÁ ÇÒÁÎÉ�Ù �, Á ×ÅÌÉÞÉÎÁ t ∈ R1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÒÅÍÑ). ïÔ-ÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÔÁËÏÊ ÄÒÏÖÁÝÅÊ ÓÔÅÎËÉ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÚÁËÏÎÕ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v, �ÅÒÅÓÅ-ËÁÅÔ � × ÔÏÞËÅ 
 ∈ � × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t∗. �ÏÇÄÁ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t∗ ÔÏÞËÁ�ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÔÁËÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ v∗, ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÁ �ÏÄ×ÅÒÇÌÁÓØ Õ�ÒÕÇÏÍÕ ÕÄÁÒÕ ÓÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÔÑÖÅÌÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ �∗, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ � × ÔÏÞËÅ 
, ËÏÔÏÒÁÑ Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ× ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t∗ ×ÄÏÌØ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë � × ÔÏÞËÅ 
 ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ (�g=�t)(
; t∗).úÄÅÓØ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �∗ ×ÙÂÉÒÁ-ÅÔÓÑ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÎÕÔÒØ ÏÂÌÁÓÔÉ B.åÓÌÉ ÓËÏÒÏÓÔØ v∗, ËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÁ �ÒÉÏÂÒÅÌÁ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ ×ÎÕÔÒØ ÏÂÌÁÓÔÉ B, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ t∗ ÔÏÞËÁÏÓÔÁ×ÉÔ � É ÂÕÄÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ×ÎÕÔÒÉ B ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó �.åÓÌÉ ÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØ v∗ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ ×Ï ×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ B, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ t∗ÔÏÞËÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÎÁ � ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ~t > t∗ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ó �ÌÏÓËÏÓÔØÀ �∗ ÎÅ ÚÁÓÔÁ×ÉÔ ÔÏÞËÕ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÅÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ×ÏÚÍÏÖÅÎ, ÅÓÌÉÆÕÎË�ÉÑ (�g=�t)(
; t) �ÒÉ t = ~t Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÓËÁÞËÏÍ:�g�t (
; t)∣∣∣∣~t+0 − �g�t (
; t)∣∣∣∣~t−0 > 0:÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ (�g=�t)(
; t∗) Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �∗ ÒÁ×-ÎÁ 0, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ, × ËÏÔÏÒÏÍÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t = t∗ ÔÏÌØËÏ ÍÅ-ÎÑÅÔ Ó×ÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ, ÎÏ ÅÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÄÏ ÕÄÁÒÁ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É �ÏÓÌÅÕÄÁÒÁ.÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× Õ�ÒÕÇÉÊ ÕÄÁÒ ÔÏÞËÉ É �ÌÏÓËÏÓÔÉ �∗ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË × ÒÁÍËÁÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ (ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÏÊ) ÍÅÈÁÎÉËÉ,ÔÁË É × ÒÁÍËÁÈ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ (ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ). ÷ �ÅÒ×ÏÍÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ | ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÍÉ, Á ×Ï ×ÔÏ-ÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÉÍÉ. äÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× âÉÒËÇÏÆÁ ÎÅÔÎÉËÁËÏÊ ÒÁÚÎÉ�Ù ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÓÌÕÞÁÑÍÉ: ÜÔÏ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑÓÉÓÔÅÍÁ. äÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÖÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÇÒÏÍÎÁÑ É �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØ-ÎÁÑ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ: ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ | ÜÔÏËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÁ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÁÑ ÆÁÚÏ×ÏÍÕ ÏÂßÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ(ÓÍ. [2℄), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ, ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ | ÜÔÏ ÄÉÓÓÉ�Á-ÔÉ×ÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.



90 ì. ä. ðÕÓÔÙÌØÎÉËÏ×
 1(z)  2(z) xO

y
z(x1; y1) (x2; y2)

òÉÓ. 4.üÔÁ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÎÉ�Á �ÒÉ×ÏÄÉÔ × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ × ÎØÀÔÏÎÏ×-ÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ çÉÂÂÓÁ | �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÔÏÇÄÁ ËÁË × ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅÜÎÔÒÏ�ÉÑ çÉÂÂÓÁ É ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ, �ÏÓÔÒÏÅÎ-ÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ) �ÒÉ ÏÂÝÉÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁÞÉÎÁÅÔ×ÏÚÒÁÓÔÁÔØ ([2℄). ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ ÂÙÌÉ ÉÚÕÞÅÎÙ × ÒÁÂÏ-ÔÁÈ [1℄{[5℄, Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ | × ÒÁÂÏÔÁÈ [1℄ É [2℄.4. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÚÁËÏÎ É ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×ðÏËÁÖÅÍ Ó×ÑÚØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ çÅÒÏÎÁ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÍÉÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ B, × ËÏÔÏÒÏÊ Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÅÓÔØ�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ y > 0 �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x; y, É, �ÏÜÔÏÍÕÇÒÁÎÉ�Á � ÏÂÌÁÓÔÉ B ÅÓÔØ ÏÓØ y = 0. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÁÎÉ�Ù� ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ g(z; t), ÇÄÅ z | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ (z; 0) ∈ �, t | ×ÒÅÍÑ(ÓÍ. �. 3).âÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ËÕÓÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ (x1; y1) É (x2; y2)É �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉ�Õ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ Ä×ÕÚ×ÅÎÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÓÏÅÄÉ-ÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ (x1; y1) É (x2; y2) É �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉ�Õ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÙÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÕÓÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (
; 0),ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ (x1; y1), Á ËÏÎÅ� | ÔÏÞËÁ (x2; y2) (ÒÉÓ. 4). ðÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ x1 < x2, (
; 0) | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÇÒÁÎÉ�Ù, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÁÑÎÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ (x1; y1) É (x2; y2), ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ × ÔÏÞËÅ (x1; y1)ÅÓÔØ (u1; v1), Á ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ × ÔÏÞËÅ (x2; y2) ÅÓÔØ (u2; v2). �ÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁ-ËÏÎÁÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂ Õ�ÒÕÇÏÓÔÉ ÕÄÁÒÁ ÔÏÞËÉ Ó ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏ ÔÑÖÅÌÏÊ ÓÔÅÎËÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y = 0, É Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÜÔÏÊ ÓÔÅÎËÉ ÎÁ ÔÏÞËÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÏ ×ÄÏÌØ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÓÁÍÏÊ ÓÔÅÎËÅ, �ÒÉ×ÏÄÑÔ ËÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ: u1 = u2; v2 = −v1 + 2�g�t (
; t); (5)ÇÄÅ t | ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × �ÏÌÏÖÅÎÉÉ (
; 0).



çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ 91÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ u1 = u2 = 1, ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (5) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ: tg 2(
)− tg 1(
) = H(
; t); (6)ÇÄÅ H(
; t) = 2�g�t (
; t); (7)Á  1(
),  2(
) | ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏ×, �ÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓ. 4.÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ G(z), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:dGdz (z) = 
os 2(z)− 
os 1(z): (8)éÚ (6) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ G(z):dGdz (z) = 1√1 + ( y1z − x1 +H(z; z − x1))2 − z − x1√(x1 − z)2 + y21 ; (9)ÇÄÅ H(z; t) | ÆÕÎË�ÉÑ, ××ÅÄÅÎÎÁÑ × (7).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �{(x1; y1); (x2; y2)} Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ(x1; y1) É (x2; y2). ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎË�ÉÉf : R → R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ′. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ: ËÕÓÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏ-ÒÉÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉ�Õ, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎÉ�Õ × ÔÏÞËÅ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁ-ÝÁÅÔÓÑ × 0 �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉF (z) = �{(x1; y1); (z; 0)}+ �{(x2; y2); (z; 0)}+G(z): (10)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ G(z) É F (z) × (10) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÆÕÎË�ÉÉ G(z) = kz É F (z) = f(z), ÇÄÅ f(z) | ÆÕÎË�ÉÑ, ××ÅÄÅÎÎÁÑ × (1). ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ 0 6 k < 2, Á ÔÏÞËÉ (x1; y1) É (x2; y2) ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ×ÎÕÔÒÉÉÌÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÓÅËÔÏÒÁ Q, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 1. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ,ÞÔÏ (10) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÔÏÞËÅ 
, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÌÏÍÁÎÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞ-ËÉ (x1; y1), (
; 0), (x2; y2), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÓËÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ.æÕÎË�ÉÉ G É H Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÌÏÖÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (9). ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ�ÏÄÕÍÁÔØ ÎÁÄ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ G(z) = kz. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ H(z; t), ÞÔÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ (9) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË (x1; y1) ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ?úÁÄÁÞÁ 2. äÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ H(z; t) �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁÓËÏÒÏÓÔÉ ÄÒÏÖÁÎÉÑ ÓÔÅÎËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÎÁ H(z; t) ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ | ÆÕÎË�ÉÑ g(z; t), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËÁËg(z; t) = ∫ t0 H(z; t) dt;ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ H(z; t), ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÜÔÏÍÕ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ?
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îÁÛ ÓÅÍÉÎÁÒ: ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅÓÀÖÅÔÙ
�ÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏËÁË ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ× ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÎÁ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ÷. é. áÒÎÏÌØÄ∗�ÅÏÒÅÍÁ Ï �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÑÈìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÅÖÄÕÜÔÉÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑÍÉ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, É ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ É ÁÌ-ÇÅÂÒÏÊ ìÉ ÂÉÎÁÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ | Ó ÄÒÕÇÏÊ.ðÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ [1℄, ÅÓÌÉÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÅÅ ÍÏÄÅÌØ ëÌÅÊÎÁ × ×ÉÄÅ ËÒÕÇÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å RP 2. ìÅÎÔÁ í£ÂÉ-ÕÓÁ, ÓÌÕÖÁÝÁÑ ÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÍÉÒ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ� ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈÂÉÎÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ). íÅÔÒÉËÁ × ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÈ ××ÏÄÉÔÓÑ ËÁË ×ÔÏÒÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏ-ÌÏÉÄÅ ÆÏÒÍ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 1 É −1.÷×ÅÄÅÎÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É ÌÏÒÅÎ�Å×Á �ÓÅ×-ÄÏÒÉÍÁÎÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ × ÍÉÒÅ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕ��ÙSL(2;R) ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ {(p; q)}. ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ap2 + 2bpq + 
q2 ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ a, b, 
.
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94 ÷. é. áÒÎÏÌØÄäÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � = a
 − b2.ðÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÅÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ� > 0, Á ÍÉÒ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ | �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÅÊ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ � < 0. óÁÍ ËÏÎÕÓ� = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ ÁÂÓÏÌÀÔÁ | ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀ-ÝÅÊ ËÒÕÇ × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É ÍÉÒÁ ÄÅóÉÔÔÅÒÁ ËÁË �ÆÏÒÍÙ� (�ÆÏÒÍÁ� [a : b : 
℄ | ÜÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ap2+2bpq++ 
q2, ×ÚÑÔÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ).ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÏÞËÉ ÍÉÒÁ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË�ÒÑÍÙÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (É ÏÂÒÁÔÎÏ): Ä×Å ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÄÅ-ÓÉÔÔÅÒÏ×ÓËÏÊ ÔÏÞËÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á RP 2 Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÁÂÓÏÌÀÔÁ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÁ ÎÅÊ Ä×Å ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ; ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÉÈ �ÒÑÍÁÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÜÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÁÂÓÏÌÀÔÁ).�ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ �ÒÑÍÙÅ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ × ËÒÕ-ÇÅ, ÍÏÇÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÔÏÞËÉ ÍÉÒÁ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ä×Å ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÁÂÓÏÌÀÔÕ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ �ÒÑÍÙÈ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎ-ÎÕÀ ÔÏÞËÕ ËÒÕÇÁ, ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ËÒÉ×ÁÑ × ÍÉÒÅ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ �ÒÑÍÁÑ(Á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ × RP 2, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ËÒÕÇ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ).üÔÁ �ÒÑÍÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ËÒÕÇÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÁÂÓÏ-ÌÀÔÁ.ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ | ×ÙÒÁÚÉÔØ × ÜÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊÔÏÞËÅ1).ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 (Ó ÓÉÍ-�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ! = dp ∧ dq × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ äÁÒÂÕ p; q) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅ-ÂÒÏÊ ìÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ Ä×ÕÈ Ë×Á-ÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ). çÒÕ��Á SL(2;R) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔÌÉÎÅÊÎÏ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × R2.îÁÞÎÅÍ Ó ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ �ÆÏÒÍ�)É �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ (ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ �ÆÏÒÍ�). ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓËÏÂ-ËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ R3 × R3 → R3 ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÇÒÕ��Ù SL(2;R) ÎÁ R3.�ÅÏÒÅÍÁ 1. óËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ Ä×ÕÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ | ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ.1)õÖÅ ÍÎÏÇÏ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ Á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÚÉÌ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÙÓÏÔ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ SO(3) (×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å); × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÕÖÅ ÓÏÄÅÒÖÁÌÁÓØ ÔÅÏÒÅÍÁ 4ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ.



�ÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 95äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (1) ÄÌÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, �ÏÌÑÒÎÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÁÂÓÏÌÀÔÁ� = 0, ÇÄÅ �(� = ap2 + 2bpq + 
q2) = a
− b2.ðÏÌÑÒÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÂÉÎÁÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÁÑ Ó � ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ:2 ~�(�′; �′′) = a′
′′ + 
′a′′ − 2b′b′′: (1)óËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ A = �p2 + �q2, B = 
p2 ++ Æq2 ÒÁ×ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ
{A;B} = 4(�Æ − �
)pq: (2)óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B, �ÏÓËÏÌØËÕÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (1) É (2) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ~�(A; {A;B}) = ~�(B; {A;B}) = 0: (3)üÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÜÌ-ÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÏ×ÁÔØ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ��ÅÏÒÅÍÁ 2. óËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ É ÇÉ�ÅÒ-ÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÌÉÎÉÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ �ÒÑÍÏÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ, É �ÒÏÈÏ-ÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÏ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (2); ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ A| �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ, Á ÆÏÒÍÁ B | ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ, ÔÏ ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ �� > 0É 
Æ < 0. üÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÅÎ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ A | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÏ×ÁÔØ A É B × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÆÏÒÍÅ

{A;B}, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ A (�ÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ) É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ �ÒÑÍÏÊ B (×ÔÏÒÏÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ). ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3), ÎÏ ÏÎÁ×ÙÔÅËÁÅÔ ÕÖÅ ÉÚ Ñ×ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ (2). üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉÄ×ÕÈ �ÒÑÍÙÈ × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÓÍÙÓÌ: ËÁÖÄÁÑÉÚ �ÒÑÍÙÈ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÁÂÓÏÌÀÔÁ. ��ÅÏÒÅÍÁ 3. óËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ Ä×ÕÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÔÏÞËÅ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÔÅÏÒÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÙ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈÆÏÒÍ ×ÙÔÅËÁÅÔ2), ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÙ ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÀÔÓÑ × ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÍ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÌÉÂÏ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ×ÉÄÕ:A = p2 − q2; B = �pq:2)üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ: ÏÎ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÁÒÁ �ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÝÉÈÓÑ �ÒÑÍÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ-ÞÅ×ÓËÏÇÏ.



96 ÷. é. áÒÎÏÌØÄ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, É ÓÏ-ÇÌÁÓÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ (3) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÉÔ ÏÂÅÉÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÑÍÙÍ.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÁÅÔ
{A;B} = 2�(p2 + q2); (4)ÜÔÏ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ É �ÏÔÏÍÕ ÏÎÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ. üÔÁ ÔÏÞËÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÑÍÙÍ, ËÏÔÏÒÙÅ Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÙ ÆÏÒÍÁÍ A É B, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ× (1) É (4):2 ~�(A; {A;B}) = 2�− 2� = 0;2 ~�(B; {A;B}) = −2(�2 · 0) = 0: ��ÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ ÔÒÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3 ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ f + g + h = 0, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÔÏÞËÉ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ (× Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ) ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀÔÏÞËÕ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ f + g + h = 0, ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉÔÒÅÍÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ.üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÅÍ ÔÏÞËÁÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÒÉ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÏÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÔÒÉ �ÒÑÍÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÜÔÏÊ�ÒÑÍÏÊ. �úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Å ÆÏÒÍÙ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ, Á ÄÒÕ-ÇÁÑ| ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ. îÁÊÄÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍ,ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ�ÒÑÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ.ïÔ×ÅÔ. îÕÌÅ×ÙÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ×ÚÁÉÍÎÏÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ × ÍÅÔÒÉËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. �ÒÉ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ �ÕÞËÕ (�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ×ÙÓÏÔÙ × ÍÏ-ÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A;B;C | �ÒÑÍÙÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ (ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ) Ë×Á-ÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. éÈ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ

{A;B} = 
; {B;C} = a; {C;A} = b| ÜÔÏ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ(× ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 3).÷ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ a; b; 
, �ÒÉÞÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁ a ÌÅÖÉÔ �ÒÏÔÉ×ÓÔÏÒÏÎÙ A É Ô. Ä.



�ÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 97òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÓÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ a É ÏÒ-ÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÔÏÒÏÎÅ b
 = A, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÆÏÒÍÕ�, ÏÔ×ÅÞÁ-ÀÝÕÀ ÓËÏÂËÅ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÏÔ a É A:(×ÙÓÏÔÁ ÉÚ a × A) ∼ ({{B;C}; A}):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÉ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (a; b; 
) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ �ÒÅÄÓÔÁ×-ÌÑÀÔ ÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ:(f; g; h) = ({{B;C}; A}; {{C;A}; B}; {{A;B}; C}):óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ñËÏÂÉ (ÄÌÑ ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈÆÏÒÍ ÎÁ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ äÁÒÂÕ (p; q)), ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈÔÒÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÅ: f + g+ h = 0. ðÒÉÍÅÎÉ× Ë ÜÔÉÍÆÏÒÍÁÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 4, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÒÉ �ÒÑÍÙÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ×ÙÓÏÔÙ,ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ × RP 2, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ 5. �åÓÌÉ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (a; b; 
) ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ �=2, ÔÏ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÅÖÉÔ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏËÁË ÞÁÓÔÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ3).ìÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÉÍÅÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (Ó ÕÇÌÏÍ, �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍ 2�=3), ÎÉ-ËÁËÉÅ Ä×Å ×ÙÓÏÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈÔÒÅÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ×ÙÓÏÔÙ, × ÍÉÒÅ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ (ÉÌÉ ÎÁÁÂÓÏÌÀÔÅ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊÔÏÞËÅ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ É ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, Õ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÞÁÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ (É ÓÔÏÒÏÎ) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, Á ÞÁÓÔØ |ÍÉÒÕ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ (× �ÏÇÒÁÎÉÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÁÂÓÏÌÀÔÕ, Á ÓÔÏ-ÒÏÎÙ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÅÇÏ).þÔÏÂÙ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ ÕÇÌÏ× × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÙÓÏÔ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ Ä×Å �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ (Á ÔÏ-ÇÄÁ É ËÁÖÄÁÑ) ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÄÒÕÇÏÊ. üÔÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (ÅÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÄÅ-ÓÉÔÔÅÒÏ×ÓËÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ × ÌÏÒÅÎ�Å×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÍÉÒÁ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ).æÏÒÍÕÌÉÒÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÙÓÏÔ ÄÌÑ ÄÅ-ÓÉÔÔÅÒÏ×ÓËÉÈ ÉÌÉ ÓÍÅ-ÛÁÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÅ Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×-ÓËÏÇÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×É× ÎÁÛÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × ×ÉÄÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÆÁËÔÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ É ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ3)úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ �=2 ÎÁ 2�=3 (ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÕÇÌÙ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ 2�=3, ÔÏ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ; ÅÓÌÉ ÖÅ ÕÇÏÌ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ 2�=3, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÔÁËÉÍ ÕÇÌÏÍ, ×ÙÓÏÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈÔÏÞÅË × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ).îÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ,ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ {x;−y; z = ixy=(1 + xy)}, ÇÄÅ0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1 É ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ |z| 6 1=2.
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òÉÓ. 1. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ×�ÉÓÁÎÎÏÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÙÓÏÔ× ÍÉÒÅ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÙÅ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×-ÓËÏÇÏ ((AB); (CD); (EF )). ÷ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÉÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÔÒÉ ÈÏÒÄÙ, ËÏÎ�Ù ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ: (ABCDEF ), ÓÍ. ÒÉÓ. 1.ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ:(CD ∩ (EF ) = �; (EF ) ∩ (AB) = �; (AB) ∩ (CD) = 
(ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÄÅ-ÓÉÔÔÅÒÏ×ÓËÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÄÅÌÉëÌÅÊÎÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÍ ÔÏÞËÉM = (AB)∨; N = (CD)∨; K = (EF )∨(× ÔÏÞËÅ M �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ä×Å �ÒÑÍÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÁ × ËÏÎ�ÁÈÈÏÒÄÙ (AB); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ N É K).�ÅÏÒÅÍÁ Ï ×�ÉÓÁÎÎÏÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ. �ÒÉ �ÒÑÍÙÅ (�M), (�N) É (
K)�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ (�M) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÙÓÏÔÕ ÄÅ-ÓÉÔÔÅ-ÒÏ×ÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (�; �; 
), Ï�ÕÝÅÎÎÕÀ ÉÚ ÔÏÞËÉ �, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ M



�ÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 99Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ (AB) = (�
). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, (�N) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÙÓÏÔÕ, Ï�Õ-ÝÅÎÎÕÀ ÉÚ �, Á (
K) | ÉÚ 
. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ×ÙÔÅËÁÅÔÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÙÓÏÔ ÄÅ-ÓÉÔÔÅÒÏ×ÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (��
). �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. �ÒÉ ÔÏÞËÉ (�M)∨, (�N)∨ É (
K)∨ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ × RP 2.üÔÉ ÔÏÞËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÔÒÅÈ �ÁÒ �ÒÑÍÙÈ: (KN) ∩ (AB), (MK) ∩(CD) É (NM) ∩ (EF ).íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ×�ÉÓÁÎÎÏÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ | ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÅ ×Ï�ÌÏÝÅÎÉÅ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ Arnold V.I. Arithmeti
s of binary quadrati
 forms, symmetry of their 
ontinuedfra
tions and geometry of their de Sitter world // Bull. of Braz. Math. So
., NewSeries, Vol. 34, No 1 (2003), 1-42.

÷. é. áÒÎÏÌØÄ,CEREMADE, Universit�e Paris-Dauphine,íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÓÔÉÔÕÔ òáî ÉÍÅÎÉ ÷. á. óÔÅËÌÏ×Á, íÏÓË×Á
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îÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ íÏÒÌÉá. ëÏÎÎõÖÅ 22 ÇÏÄÁ Ñ �ÏÌØÚÕÀÓØ ÇÏÓÔÅ�ÒÉÉÍÓÔ×ÏÍ IHES (éÎÓÔÉÔÕÔ ÷ÙÓÛÉÈ îÁÕÞÎÙÈéÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ × âÀÒ-ÓÀÒ-é×ÅÔÔ �ÏÄ ðÁÒÉÖÅÍ). úÄÅÓØ Ñ ÕÚÎÁÌ Â�ÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ñ ÚÎÁÀ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÎÅ�ÒÉÎÕÖÄÅÎÎÙÍÂÅÓÅÄÁÍ ÚÁ ÌÁÎÞÅÍ Ó ÇÏÓÔÑÍÉ É �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÁÍÉ.÷�ÅÒ×ÙÅ ÏËÁÚÁ×ÛÉÓØ × IHES, Ñ ÂÙÌ ÓÌÉÛËÏÍ �ÏÇÌÏÝÅÎ Ó×ÏÉÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙ-ÍÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍÉ É ÓÔÅÓÎÑÌÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏ �ÏÎÉÍÁÀ × ÜÔÉÈ ÂÅÓÅÄÁÈ.äÅÎÎÉÓ óÁÌÌÉ×ÁÎ �ÏÚÁÂÏÔÉÌÓÑ ÏÂÏ ÍÎÅ É �ÒÅ�ÏÄÁÌ ÍÎÅ ÜËÓ�ÒÅÓÓ-ËÕÒÓ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ,ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ×ÓÅÇÄÁ ÉÚÍÅÎÉÌ ÓÔÉÌØ ÍÏÅÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ.úÄÅÓØ ÖÅ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÆÉÚÉËÁÍ, Ñ ÏÓÏÚÎÁÌ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑö. áÄÁÍÁÒÁ Ï ÇÌÕÂÉÎÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÎ�Å��ÉÊ, �ÒÉÛÅÄÛÉÈ ÉÚ ÆÉÚÉËÉ:�âÅÓËÏÎÅÞÎÏ �ÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÉÒÏÄÙ ×ÅÝÅÊ,Á ÎÅ ÔÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÊ (ÈÏÔÑ ÔÁË ÞÁÓÔÏÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÎÁÉ×ÙÓÛÅÅ ×ÌÉÑÎÉÅ).�* * * * * *þÔÏÂÙ �ÅÒÅÄÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÔÞÁÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÊ ÄÌÑ IHES ÄÕÈ ÄÒÕÖÅÓËÏÇÏÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ, Ñ ×ÙÂÒÁÌ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÚÁÓÔÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÇÏ×ÏÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÌÕÞÉÌÓÑÜÔÏÊ ×ÅÓÎÏÊ É �ÒÉ×ÅÌ ÍÅÎÑ Ë ÚÁÂÁ×ÎÏÍÕ ÎÏ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.ðÒÉÍÅÒÎÏ × 1899 Ç. æ. íÏÒÌÉ ÄÏËÁÚÁÌ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÚ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ:�÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC �Ï�ÁÒÎÙÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �; �; 
 ÔÒÉÓÅËÔÒÉÓ ÅÇÏÕÇÌÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.�(óÍ. ÒÉÓ. 1.)(ëÔÏ-ÔÏ Õ�ÏÍÑÎÕÌ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÚÁ ÌÁÎÞÅÍ É ÏÛÉÂÏÞÎÏ �ÒÉ�ÉÓÁÌ ÅÅ îÁ�ÏÌÅÏÎÕ.âÏÎÁ�ÁÒÔ É × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÚÕÞÁÌ × ÍÏÌÏÄÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ, É Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, ÎÁÒÑÄÕÓ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ, ÏÎ ÕÞÉÌ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÓÙÎÁ ìÁÓ-ëÁÚÁ ×Ï ×ÒÅÍÑÓÓÙÌËÉ ÎÁ Ï. ó×. åÌÅÎÙ.)ñ ÔÏÇÄÁ ÕÓÌÙÛÁÌ �ÒÏ ÔÅÏÒÅÍÕ íÏÒÌÉ × �ÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ. ÷ÅÒÎÕ×ÛÉÓØ ÄÏÍÏÊ, Ñ ÓÔÁÌÎÁÄ ÎÅÊ ÒÁÚÍÙÛÌÑÔØ, ÓÌÅÄÕÑ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÏ×ÅÔÏ× ìÉÔÌÌ×ÕÄÁ | ÉÓËÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á ÎÅ × ËÎÉÇÁÈ, Á × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÏÌÏ×Å. ðÏÍÉÍÏ ÞÉÓÔÏÊ ÌÀÂÏÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ,ÍÎÏÀ Ä×ÉÇÁÌ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÞÅÓÔÏÌÀÂÉ×ÙÊ ÍÏÔÉ×: ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ | ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÅÈ ÎÅ-ÍÎÏÇÉÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ âÏÎÁ�ÁÒÔÁ, × ËÏÔÏÒÙÈ Ñ Ó�ÏÓÏÂÅÎ Ó ÎÉÍ ÓÒÁ×ÎÉÔØÓÑ. ðÏÓÌÅÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÂÅÚÕÓ�ÅÛÎÙÈ �Ï�ÙÔÏË Ñ ×ÎÅÚÁ�ÎÏ �ÏÎÑÌ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÉÓÅËÔÒÉÓ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ×ÒÁÝÅÎÉÊ gi ×ÏËÒÕÇA New Proof of Morley's Theorem. Publ. I.H.E.S., 1998. P. 43{46. (Volume for the 40th birth-day). ðÕÂÌÉËÕÅÔÓÑ Ó ÌÀÂÅÚÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ Á×ÔÏÒÁ. ðÅÒÅ×ÏÄ í. î. ÷ÑÌÏÇÏ.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(100{103)
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còÉÓ. 1.×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÎÁ Ä×Å ÔÒÅÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ). äÁÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÙÌÏ �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ �Ï×ÏÒÏÔÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ g�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù �, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÔÒÅÍÑ ×ÒÁÝÅÎÉ-ÑÍÉ gi. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÉÍÅÒ (× ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ), ËÏÔÏÒÙÊ�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ íÏÒÌÉ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ËÏÎ-ÓÔÒÕË�ÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ó�Å�ÉÆÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÒÕ��Ù Å×ËÌÉ-ÄÏ×ÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ.�ÁË ÞÔÏ Ñ �ÏÔÒÁÔÉÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ, �ÙÔÁÑÓØ ÎÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÕÀg ÞÅÒÅÚ gi, ÂÌÁÇÏ × ÇÒÕ��Å � ÌÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÒÑÄËÁ 3,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ g1g2g3 (ÌÀÂÏÊ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2�=n, n > 2, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �ÏÒÑÄ-ËÁ n). é ÌÉÛØ �ÏÓÌÅ ÄÏÌÇÉÈ ÕÓÉÌÉÊ Ñ ÏÓÏÚÎÁÌ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÎÉ ÎÁ�ÒÁÓÎÙ (ÓÍ. ÎÉÖÅÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2), Á �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÑÍÏÊ, Á ÎÅ ÇÒÕ��ÁÄ×ÉÖÅÎÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.éÔÁË, ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÍÅÔËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎ�Å�ÔÕÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÔÅÏÒÅÍÙ íÏÒÌÉ ËÁË ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÇÒÕ��Ï×ÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕ�-�Ù �ÒÑÍÏÊ. ïÎÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ) �ÏÌÑ k �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ (ÈÏÔÑ × ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ 3 ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÉÔØ).ðÕÓÔØ k | �ÏÌÅ, Á G| ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÎÁÄ k, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏ ÇÒÕ��ÁÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2 É ×ÉÄÁ g = [a b0 1], ÇÄÅ a ∈ k, a 6= 0, b ∈ k. ðÏÓÔÒÏÉÍÍÏÒÆÉÚÍ Æ ÉÚ G × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ k∗ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× k �Ï�ÒÁ×ÉÌÕ Æ(g) = a ∈ k∗: (1)ðÏÄÇÒÕ��Á T = Ker Æ | ÜÔÏ ÇÒÕ��Á ÓÄ×ÉÇÏ×, Ô. Å. ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á k. ëÁÖÄÙÊÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅg(x) = ax+ b; x ∈ k; (2)ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ a 6= 1 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ�x(g) = b1− a : (3)äÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÆÁËÔ.



102 á. ëÏÎÎ�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ g1; g2; g3 ∈ G ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ g1g2, g2g3, g3g1 É g1g2g3 ÎÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ j = Æ(g1g2g3). óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ:(a) g31g32g33 = 1.(b) j3 = 1 É �+ j� + j2
 = 0, ÇÄÅ � = �x(g1g2), � = �x(g2g3), 
 = �x(g3g1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ gi = [ai bi0 1]. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï g31g32g33 = 1 ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Æ(g31g32g33) = 1 É b = 0, ÇÄÅ b | ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÓÄ×ÉÇÕ× g31g32g33 . ðÅÒ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ j3 = 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ j 6= 1 �ÏÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ. äÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍb = (a21 + a1 + 1)b1 + a31(a22 + a2 + 1)b2 + (a1a2)3(a23 + a3 + 1)b3; (4)Á �ÏÓÌÅ �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ó ÕÞÅÔÏÍ a1a2a3 = jb = −ja21a2(a1 − j)(a2 − j)(a3 − j)(�+ j� + j2
); (5)ÇÄÅ �; �; 
 | ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ� = a1b2 + b11 − a1a2 ; � = a2b3 + b21 − a2a3 ; 
 = a3b1 + b31 − a3a1 : (6)ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ak − j 6= 0, ÔÁË ËÁË �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ �Ï�ÁÒÎÙÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× gi ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ.éÔÁË, × ÌÀÂÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (a) É (b) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. �ÅÏÒÅÍÁ íÏÒÌÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ k = C, Á g1 | �Ï×ÏÒÏÔ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × A ÎÁ ÕÇÏÌ 2a,ÇÄÅ∠BAC = 3a, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ g2, g3. ëÁÖÄÙÊ g3i ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØËÁË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÁÒÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ g31g32g33 = 1. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÔÏÞËÉ � = �x(g1g2),� = �x(g2g3), 
 = �x(g3g1) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÔÒÉÓÅËÔÒÉÓ. éÚ ÄÏËÁÚÁÎ-ÎÏÊ ×ÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ � + j� + j2
 = 0, j3 = 1, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. îÅ ÉÚÍÅÎÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÕÂÏ× g31 , g32 , g33, ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ËÁ-ÖÄÏÅ gi ÎÁ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. üÔÏ ÄÁÅÔ 18 ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÔÅÏÒÅÍÙíÏÒÌÉ Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �Ï×ÏÒÏÔ g, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ�ÉËÌÉÞÅÓËÉ ÔÏÞËÉ �, �, 
, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ g1, g2, g3�ÏÄÇÒÕ��Å � ÇÒÕ��Ù G. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × �ÏÌÅ k ÅÓÔØÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, j3 = 1, ÔÁË ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ�ÏÌÑ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 3. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �Ï×ÏÒÏÔ g ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁËg = [j b0 1] ; 3b = (1− j)(�+ � + 
): (7)äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g = [a b0 1] ÇÒÕ��Ù �, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ g1, g2, g3, ÍÏÖÎÏ



îÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ íÏÒÌÉ 103ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ìÏÒÁÎÁ Pi ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ aj , ÞÔÏb = b1P1 + b2P2 + b3P3: (8)÷ÙÒÁÖÁÑ bi ÞÅÒÅÚ ××ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ �, �, 
b1 = (1 + j)−1(a−13 (a3 − j)�− (a1 − j)� + a1(a2 − j)
);b2 = (1 + j)−1(a2(a3 − j)�+ a−11 (a1 − j)� − (a2 − j)
);b3 = (1 + j)−1(−(a3 − j)�+ a3(a1 − j)� + a−12 (a2 − j)
); (9)�ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÉÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ìÏÒÁÎÁ Qi, ÞÔÏb = (a3 − j)�Q1 + (a1 − j)�Q2 + (a2 − j)
Q3: (10)ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÔÁËÉÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ìÏÒÁÎÁ Qi, ÞÔÏ ÄÌÑ×ÓÅÈ a1; a2; a3 ∈ k∗, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a1a2a3 = j, É ÄÌÑ ×ÓÅÈ �; �; 
 ∈ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ�+ j� + j2
 = 0, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï(1− j)(�+ � + 
) = 3((a3 − j)�Q1 + (a1 − j)�Q2 + (a2 − j)
Q3): (11)÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅ�ÅÒØ a1 = j, a2 = j, a3 = j2, � = 0, � = −j, 
 = 1 É �ÒÉÄÅÍ Ë�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ g =∈ �.

A. Connes,Coll�ege de Fran
e, Paris,IH�ES, 91440 Bures-sur-Yvette, Fran
e
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�ÏÖÄÅÓÔ×Á òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ Ï Ä×ÕÈ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ(1887{1920) 3√
os 2�7 + 3√
os 4�7 + 3√
os 8�7 = 3√5− 3 3√72 ;3√
os 2�9 + 3√
os 4�9 + 3√
os 8�9 = 3√3 3√9− 62 :ðÒÉ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÓÌÅÄÕÅÍ ÓÔÁÔØÅ [1℄. ëÌÀÞÅ×ÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å | ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ òÁÍÁÎÕÄÖÁ-ÎÁ ËÏÓÉÎÕÓÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. üÔÏÔ ÆÁËÔÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ þÅÂÙÛ£×Á.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛ£×Á Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,ÞÔÏ 
osn' �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ 
os', Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ Tn(x), ÞÔÏ Tn(x) = 
osn' �ÒÉ x = 
os'. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ
os(n+ 1)'+ 
os(n− 1)' = 2 
os' 
osn'�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x):íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Tn(x), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÜÔÉÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ É ÎÁÞÁÌØ-ÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ T0(x) = 1 É T1(x) = x, ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÕÖÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. üÔÉ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÙ Tn(x) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ þÅÂÙÛ£×Á.îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛ£×Á Tn(x) �ÒÉ n 6 5. îÅÓÌÏÖÎÙÅ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ T1(x) = x, T2(x) = 2x2 − 1, T3(x) = 4x3 − 3x,T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1, T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x. îÁÛ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÎÉÍ ×ÙÚ×ÁÎÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. Á) ðÕÓÔØ n = 2k + 1. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ 
os (2l�=n) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ�ÅÌÏÇÏ l Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Tk+1(x) − Tk(x).Â) ðÕÓÔØ n = 2k. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ 
os (2l�=n) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ l Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒ-ÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Tk+1(x)− Tk−1(x).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) ðÕÓÔØ n = 2k + 1 É ' = 2l�=n. �ÏÇÄÁTk+1(
os')− Tk(
os') = 
os(k + 1)'− 
os k':ðÒÉ ÜÔÏÍ (k + 1)'+ k' = (2k + 1)' = 2l�. úÎÁÞÉÔ, 
os(k + 1)' = 
os k'.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(104{107)



�ÏÖÄÅÓÔ×Á òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ 105Â) ðÕÓÔØ n = 2k É ' = 2l�=n. �ÏÇÄÁTk+1(
os') − Tk−1(
os') = 
os(k + 1)'− 
os(k − 1)':ðÒÉ ÜÔÏÍ (k + 1)'+ (k − 1)' = 2k' = 2l�. úÎÁÞÉÔ, 
os(k + 1)' = 
os(k − 1)'.÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Tk+1(x) − Tk(x) �ÒÉ k 6 4. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍT2−T1 = 2x2−x−1, T3−T2 = 4x3−2x2−3x+1, T4−T3 = 8x4−4x3−8x2+3x+1,T5 − T4 = 16x5 − 8x4 − 20x3 + 8x2 + 5x − 1. ïÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÜÔÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ,ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. Á) þÉÓÌÁ 
os 2�5 É 
os 4�5 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ4x2 + 2x− 1.Â) þÉÓÌÁ 
os 2�7 , 
os 4�7 É 
os 6�7 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 8x3 + 4x2 −
− 4x− 1.×) þÉÓÌÁ 
os 2�9 , 
os 4�9 É 
os 8�9 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 8x3 − 6x+ 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 1 ÞÉÓÌÁ 
os 0 = 1, 
os 2�5 É
os 4�5 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T3 − T2. ðÏÄÅÌÉ× ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ x− 1,�ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.Â) þÉÓÌÁ 1, 
os 2�7 , 
os 4�7 É 
os 6�7 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T4 − T3.ðÏÄÅÌÉ× ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ x− 1, �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.×) þÉÓÌÁ 1, 
os 2�9 , 
os 4�9 , 
os 6�9 = −12 É 
os 8�9 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ T5 − T4. ðÏÄÅÌÉ× ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ (2x+1)(x− 1) = 2x2 − x− 1, �ÏÌÕÞÉÍÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.�Å�ÅÒØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉ-ÅÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÎÕÌÅÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ x1, x2 É x3 | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3 + a1x2 + a2x++ a3 = 0. �ÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ y = ( 3√x1 + 3√x2 + 3√x3)3 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄy3 + 3(a1 + 6 3√a3)y2 + 3(a21 + 3a1 3√a3 + 9 3√a23 − 9a2)y + (a1 − 3 3√a3)3 = 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÕÂÉ-ÞÅÓËÉÈ ËÏÒÎÅÊ 3√x1, 3√x2, 3√x3 É, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 3√x1x2 = 3√x1 · 3√x2 ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÒÑÄÕ Ó y ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀz = 3√x1x2 + 3√x1x3 + 3√x2x3 . ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ(b1 + b2 + b3)3 = b31 + b32 + b33 + 3(b1 + b2 + b3)(b1b2 + b1b3 + b2b3)− 3b1b2b3;ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ y É z:y = x1 + x2 + x3 + 3 3√yz − 3 3√x1x2x3 = −a1 + 3 3√yz − 3 3√a3 ;z = x1x2 + x1x3 + x2x3 + 3 3√yz 3√x1x2x3 − 3 3√(x1x2x3)2 == a2 − 3 3√yz 3√a3 − 3 3√a23 :



106 ÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×äÏÍÎÏÖÉÍ �ÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ 3√a3 É ÓÌÏÖÉÍ ÅÇÏ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ. ÷ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ z = a2 − (y + a1) 3√a3 . ðÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × �ÅÒ×ÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, �ÏÌÕÞÉÍ y + a1 − 3 3√a3 = 3 3√y(a2 − (y + a1) 3√a3):÷ÏÚ×ÏÄÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ËÕÂ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 3√a3. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ 9 ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ y = ( 3√x1 ++ 3√x2+ 3√x3)3, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ x1, x2 É x3.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ a21 = a2, ÔÏ ËÏÒÎÉ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑx3 + 3a1x2 + 3a2x+ a3 = 0×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ x = 3√a31 − a3 − a1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ x = y− a1. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ �ÅÒÅ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅy3 + 3(a2 − a21)y + 2a21 − 3a1a2 + a3 = 0:ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ a21 = a2 �ÏÌÕÞÁÅÍ y3 = a31 − a3, Ô. Å. y = 3√a31 − a3 . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,x = 3√a31 − a3 − a1. úÄÅÓØ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ �ÒÉÎÉÍÁÅÔÔÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. Á) ðÕÓÔØ x1, x2 É x3 | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3+12x2− 12x− 18 .�ÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ y = ( 3√x1 + 3√x2 + 3√x3)3 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 4.Â) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3− 34x+18 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ x1, x2 É x3 | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3+A1x2+A2x+A3,ÔÏ ÄÌÑ y = ( 3√x1 + 3√x2 + 3√x3)3 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y3 + 3a1y2 + 3a2y + a3 = 0,ÇÄÅ a1 = A1 + 6 3√A3, a2 = A21 + 3A1 3√A3 + 9 3√A23 − 9A2 É a3 = (A1 − 3 3√A3)3(ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3). óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 4 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ a21 = a2, Ô. Å. 3 3√A23++A1 3√A3 +A2 = 0. äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ.�Å�ÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ3√
os 2�7 + 3√
os 4�7 + 3√
os 8�7 = 3√5− 3 3√72 ;3√
os 2�9 + 3√
os 4�9 + 3√
os 8�9 = 3√3 3√9− 62 :îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ 
os 2�7 , 
os 4�7 É 
os 8�7 | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3+ 12x2− 12x− 18 ,Á 
os 2�9 , 
os 4�9 É 
os 8�9 | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3 − 34x + 18 (ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2).ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÈ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÒÁ×ÎÙ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍ



�ÏÖÄÅÓÔ×Á òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ 107ËÏÒÎÑÍ ÉÚ 3√a31 − a3−a1. äÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ a1 = A1+6 3√A3 = 12++ 6 3√−18 = −52 É a3 = (A1 − 3 3√A3)3 = (12 − 3 3√−18)3 = 8, �ÏÜÔÏÍÕ 3√a31 − a3 −
− a1 = − 3√189 + 52 = 5− 3 3√72 . äÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ a1 = 3 É a3 = (

−32)3 == −278 , �ÏÜÔÏÍÕ 3√a31 − a3 − a1 = 3√27 + 278 − 3 = 3 3√9 − 62 .ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ ûÅ×ÅÌÅ× ÷. ó. �ÒÉ ÆÏÒÍÕÌÙ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ // ë×ÁÎÔ, 1988. �6. ó. 52{55.
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òÁÍÓÅÅ×ÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÕÚÌÏ× É ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ× í. â. óËÏ�ÅÎËÏ×�ÅÏÒÅÍÁ òÁÍÓÅÑ [8℄ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ r-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N -ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ Ä×Á �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á� É �. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ p > r É q > r ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ n(p; q; r)(ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p, q É r), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉN > n(p; q; r), ÔÏ ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ p-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A × S, Õ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ×ÓÅ r-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÅÖÁÔ × �, ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ q-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B × S, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ r-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÅÖÁÔ × �.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ ÉÚ 6 ÞÅÌÏ×ÅË ÎÁÊ-ÄÕÔÓÑ ÌÉÂÏ ÔÒÏÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ, ÌÉÂÏ ÔÒÏÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ, �ÏËÁÚÙ×Á-ÅÔ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å n(3; 3; 2) ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÞÉÓÌÏ 6. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍ2-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Ë � ÏÔÎÏÓÉÍ �ÁÒÙ ÚÎÁËÏÍÙÈ,Á Ë � ÏÔÎÏÓÉÍ �ÁÒÙ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ, É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ òÁÍÓÅÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÔÅÏÒÉÀòÁÍÓÅÑ; ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ËÎÉÇÁ [4℄.ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ÒÁÍÓÅÅ×ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ N (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÔÏÌØ-ËÏ ÏÔ n) ÔÁË, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ N ÔÏÞÅË, ÎÉËÁËÉÅ 3 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ n ÔÏÞÅË, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏ-ÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.� (üÔÏ | ÚÁÄÁÞÁ 22.7 ÉÚ ËÎÉÇÉ [1℄; �Ï ÈÏÄÕ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÍÓÅÑ.)÷ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ ÓÔÁÌÉ �ÏÑ×ÌÑÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÒÁÍÓÅÅ×ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á × ÔÅÏÒÉÉÕÚÌÏ× É ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ. (õÚÌÙ É ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÔÅÍÏÊ ÎÏÍÅÒÁ 3-ÇÏ ×Ù�ÕÓËÁ �íÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�; Ë ÎÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ ÚÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑÍÉ.) ðÅÒ×ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ úÁËÓÏÍ [9℄ ÉëÏÎ×ÅÅÍ É çÏÒÄÏÎÏÍ [3℄, ÏÂÓÕÖÄÁÌÁÓØ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ×Ù�ÕÓËÅ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ� × ÓÔÁÔØÅ [2℄. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ: �äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑÇÒÁÆÁ K6 × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Î£Í ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÁÒÁ ÚÁ�Å�ÌÅÎÎÙÈ �ÉË-ÌÏ×.� ëÏÎ×ÅÊ É çÏÒÄÏÎ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ K7 ×ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Î£Í ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÕÚÅÌ. (úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: Kn | ÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁ-ÍÉ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó n×ÅÒÛÉÎÁÍÉ; Km;n | ÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ É m ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÄÒÕÇÏÇÏ�×ÅÔÁ, �ÒÉÞÅÍ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ.) ðÒÉÍÅÒ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ �ÒÉ×ÅÄ£Î × ÓÔÁÔØÅ [10℄.÷ ÎÁÛÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Å ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÒÁÍÓÅÅ×-ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ×�ÉÓÁÔØ ÄÁÎÎÙÊ ÕÚÅÌ (ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ) × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(108{115)
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òÉÓ. 1. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅËÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË × ÏÂ-ÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ 4 ÔÏÞËÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ).âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÕÚÅÌ ×�ÉÓÁÎ × ÄÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË × ÔÒÅÈÍÅÒ-ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÄÁÎÎÙÈÔÏÞËÁÈ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÄÁÎÎÙÊ ÕÚÅÌ. äÌÑ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. (îÅÇÁÍÉ [6, 7℄) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÚÌÁ (ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÔÁË, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ N ÔÏÞÅË × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏ-ÖÅÎÉÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3 ÍÏÖÎÏ ×�ÉÓÁÔØ ÄÁÎÎÙÊ ÕÚÅÌ (ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ).íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË, ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ × Ä×Á �×ÅÔÁ, É�ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÌÏÍÁÎÙÅ, ×ÓÅ Ú×ÅÎØÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÏ�×ÅÔ-ÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. ÷ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. (íÉ£ÞÉ [5℄) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÚÌÁ (ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÔÁË, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N ËÒÁÓÎÙÈ É N ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË× ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ×�ÉÓÁÔØ ÄÁÎÎÙÊ ÕÚÅÌ (ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ).�ÅÏÒÅÍÁ îÅÇÁÍÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ íÉ£ÞÉ. îÏ, ËÁË ÜÔÏÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ, ÕÄÏÂÎÅÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÔÅÏÒÅÍÕ íÉ£ÞÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Å ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ �ÏÎÑÔÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË. þÔÏÂÙ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ ÜÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ, ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ×ÓÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÄÁÎÎÏÇÏÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË ÒÁÚÌÉÞÎÙ É �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÎÁÂÏÒÁ ÌÅÖÁÔ ×ÙÛÅ ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ, É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÅË�ÉÉ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÁÄÌÑ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÂÕÄÅÍ ÏÔÍÅÞÁÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÏÈÏÄÉÔ ×ÙÛÅ.îÁÂÏÒ ÉÚ n ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË É n ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË (× ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË B1, B2 É ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ËÒÁÓÎÙÈÔÏÞÅË R1, R2 �ÒÏÅË�ÉÉ ÏÔÒÅÚËÏ× B1R1 É B2R2 ÉÌÉ �ÒÏÅË�ÉÉ ÏÔÒÅÚËÏ× B1R2 ÉB2R1 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ, �ÒÉÞÅÍ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÏÔ ÓÉÎÅÇÏ ËÏÎ�ÁË ËÒÁÓÎÏÍÕ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÈÏÄÉÔ ×ÙÛÅ, ÓÉÎÉÊ ËÏÎÅ� ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÌÅ×Á (ÒÉÓ. 1).óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ nÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ N = R(n) ÔÁË, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ N ÓÉÎÉÈ É N ËÒÁÓÎÙÈÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ n ÓÉÎÉÈ É n ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ(ÉÌÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ) ÎÁÂÏÒ. úÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏ-ÞÅË ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ (ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÉÈÏÔÒÅÚËÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ) × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ



110 ÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×, í. â. óËÏ�ÅÎËÏ×ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ Ä×Å ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÙÅ, ÓÉÎÑÑ É ËÒÁÓÎÁÑ, É ×ÓÅ ÓÉÎÉÅ ÔÏÞËÉÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÉÎÅÊ �ÒÑÍÏÊ, Á ×ÓÅ ËÒÁÓÎÙÅ ÔÏÞËÉ | ÎÁ ËÒÁÓÎÏÊ. îÁËÏÎÅ�, ÄÏËÁÚÙ×Á-ÅÍ ÌÅÍÍÕ Ï Ä×ÕÈ Ó�É�ÁÈ 1): ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÚÌÁ (ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏn ÔÁË, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÕÚÅÌ (ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ) ÍÏÖÎÏ ×�ÉÓÁÔØ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ n ËÒÁÓÎÙÈÔÏÞÅË ÎÁ ËÒÁÓÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ É n ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÓÉÎÅÊ �ÒÑÍÏÊ.1. ÷ÙÂÏÒ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅËîÁÚÏ×ÅÍ ÎÁÂÏÒ n ËÒÁÓÎÙÈ É n ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ ×ÙÄÅÌÅÎÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ).ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n > 3, ÔÏ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÙ ÓÉÎÉÅ ÔÏÞËÉ B1, B2, B3É ËÒÁÓÎÙÅ ÔÏÞËÉ R1, R2, R3 (× ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ) ÔÁË, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ Ó ÒÁÚÎÏ�×ÅÔ-ÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ. �ÏÇÄÁ R1B1R2B2R3B3 |ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ÌÏÍÁÎÁÑ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅÄ×Å ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ R1B2, R2B3 É R3B1 ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ, �ÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØ R1B2 ×ÎÅÛÎÑÑ. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ�Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ R1B2, Á × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ R2B3 É R3B1×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ. üÔÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ R2 É B3ÌÅÖÁÔ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ R3B1. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØÞÉÓÌÏ R(n) ÔÁË, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ R(n) ÓÉÎÉÈ É R(n) ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÂÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, ÌÉÂÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ, ÌÉÂÏ ÎÅÊ-ÔÒÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ n ÓÉÎÉÈ É n ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ ÎÅÂÏÌØÛÏÊÜËÓËÕÒÓ × ÒÁÍÓÅÅ×ÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÇÒÁÆÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ m1, m2, m3 É n1, n2, n3 ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ R == R(m1; n1;m2; n2;m3; n3) ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ × R − 1 ÓÉÎÉÈ É R ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ �×ÅÔÁÍÉ 1, 2, 3 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ�×ÅÔÁ i ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ mi ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË É ni ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÍÅÀÔ �×ÅÔ i.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ Ï ÒÁÓËÒÁÓËÁÈ ÇÒÁÆÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÏËÁÖÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. Á) äÌÑ ÌÀÂÙÈ m É n ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ R = R(m;n) ÔÁË,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÒÅÂÅÒ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ KR × Ä×Á �×ÅÔÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØÌÉÂÏ �ÏÄÇÒÁÆ Km Ó ÒÅÂÒÁÍÉ �ÅÒ×ÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÌÉÂÏ �ÏÄÇÒÁÆ Kn Ó ÒÅÂÒÁÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ�×ÅÔÁ.Â) äÌÑ ÌÀÂÙÈ l, m É n ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ R = R(l;m; n) ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÒÅÂÅÒ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ KR × ÔÒÉ �×ÅÔÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÌÉÂÏ�ÏÄÇÒÁÆ Kl Ó ÒÅÂÒÁÍÉ �ÅÒ×ÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÌÉÂÏ �ÏÄÇÒÁÆ Km Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ�×ÅÔÁ, ÌÉÂÏ �ÏÄÇÒÁÆ Kn Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÒÅÔØÅÇÏ �×ÅÔÁ.1)ïÂ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÅ ÍÙ ÕÚÎÁÌÉ ÏÔ é. äÙÎÎÉËÏ×Á.



òÁÍÓÅÅ×ÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÕÚÌÏ× É ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ 111äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å R(m; 2) ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ m, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ ÌÉÂÏ ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ �ÅÒ×ÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ ×ÔÏÒÏÇÏ �×ÅÔÁ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å R(2; n) ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ n. åÓÌÉ ÖÅ m;n > 2, ÔÏR(m;n) 6 R(m− 1; n) +R(m;n− 1) + 1:äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó R(m−1; n)+R(m;n−1)+1 ×ÅÒÛÉÎÁ-ÍÉ É ×ÙÄÅÌÉÍ × Î£Í ×ÅÒÛÉÎÕ A. éÚ ÎÅÅ ×ÙÈÏÄÉÔ R(m− 1; n)+R(m;n− 1) ÒÅÂÅÒ,�ÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÎÅÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÌÉÂÏR(m−1; n) ÒÅÂÅÒ �ÅÒ×ÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÌÉÂÏ R(m;n−1) ÒÅ-ÂÅÒ ×ÔÏÒÏÇÏ �×ÅÔÁ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ A ×ÙÈÏÄÉÔ R(m− 1; n)ÒÅÂÅÒ �ÅÒ×ÏÇÏ �×ÅÔÁ. �ÏÇÄÁ × �ÏÌÎÏÍ ÇÒÁÆÅ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ËÏÎ�ÁÈ ÜÔÉÈ ÒÅÂÅÒ(ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ A) ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÌÉÂÏ �ÏÌÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ Ó m − 1 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ,×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ �ÅÒ×ÙÊ �×ÅÔ, ÌÉÂÏ �ÏÌÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ,×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ×ÔÏÒÏÊ �×ÅÔ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÕÖÅ �ÏÌÕÞÉÌÉÔÒÅÂÕÅÍÏÅ, Á × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ë ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ m − 1 ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ×ÅÒÛÉÎÕ A.Â) ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ R(2;m; n) = R(m;n), �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÒÅÂ-ÒÏ �ÅÒ×ÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÌÉÂÏ ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÉÍÅÀÔ ×ÔÏÒÏÊ ÉÌÉ ÔÒÅÔÉÊ �×ÅÔ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉl;m; n > 2, ÔÏR(l;m; n) 6 R(l − 1;m; n) +R(l;m− 1; n) +R(l;m; n− 1):üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Á).�Å�ÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 3. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï∑ni + ∑mi. åÓÌÉ mi = 1 ÉÌÉ ni = 0, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ i-ÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÕÓÔÏ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏR(m1; n1;m2; n2;m3; n3) 6 R(l;m; n) + 1;ÇÄÅ R(l;m; n) | ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4Â) ÄÌÑ l = R(m1; n1 − 1;m2; n2;m3; n3),m = R(m1; n1;m2; n2 − 1;m3; n3) É n = R(m1; n1;m2; n2;m3; n3 − 1). äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÏËÒÁÓÉÍËÁÖÄÏÅ ÅÇÏ ÒÅÂÒÏ RiRj ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÔÒÅÈ �×ÅÔÏ× × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �×ÅÔÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ B1RiRj , ÇÄÅ B1 | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÉÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. ë ÜÔÏÍÕ ÇÒÁÆÕ ÍÏÖÎÏ�ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 4Â). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØR(m1; n1− 1;m2; n2;m3; n3) ËÒÁÓÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÉÈ Ò£ÂÒÁÏËÒÁÛÅÎÙ �ÅÒ×ÙÍ �×ÅÔÏÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÅÝÅ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË,ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ B1. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÒÉ ×ÁÒÉÁÎÔÁ:1) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØm1 ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË É n1−1 ÓÉÎÉÈ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉÓ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÍÅÀÔ �ÅÒ×ÙÊ �×ÅÔ;2) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ m2 ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË É n2 ÓÉÎÉÈ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉÓ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÍÅÀÔ ×ÔÏÒÏÊ �×ÅÔ;3) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ m3 ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË É n3 ÓÉÎÉÈ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉÓ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÍÅÀÔ ÔÒÅÔÉÊ �×ÅÔ.÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ë ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ÔÏÞËÕ B1, Á × Ä×ÕÈ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ ÓÒÁÚÕ ÖÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÕÖÅ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ Ó. 110 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ R(n) ÔÁË, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ R(n) ÓÉÎÉÈ É



112 ÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×, í. â. óËÏ�ÅÎËÏ×R(n) ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÂÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, ÌÉÂÏ ÏÔ-ÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ, ÌÉÂÏ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ n ÓÉÎÉÈ É n ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË. äÌÑ ÜÔÏÇÏ�ÏËÒÁÓÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ ×ÉÄÁ B1B2R1R2 × ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒÅÈ �×ÅÔÏ× × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÍ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ ÉÌÉ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÁ ÞÅÔ×ÅÒËÁ B1, B2, R1,R2. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ R(n) ÔÁË, ÞÔÏ�ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ n ÓÉÎÉÈ É n ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ÔÁË,ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÏËÒÁÛÅÎÙ ÏÄÎÉÍ �×ÅÔÏÍ.üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.2. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ×ÉÄ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅËäÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ n ËÒÁÓÎÙÈ É n ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË ÍÏÖ-ÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ (ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅËÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÉÈ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×ÔÏÞÅË.1) ÷ÓÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ �ÒÏÅË�ÉÉ ÌÀÂÏÊ�ÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ �ÁÒÕ ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÉ ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË B1 É B2 ÌÅÖÁÔ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙÏÔ �ÒÏÅË�ÉÉ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ËÒÁÓÎÙÅ ÔÏÞËÉ R1 É R2. �ÏÇÄÁ �ÒÏÅË�ÉÉ ÏÔ-ÒÅÚËÏ× B1R1 É B2R2 ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É �ÒÏÅË�ÉÉ ÏÔÒÅÚËÏ× B1R2 É B2R1 ÔÏÖÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ R1 > R2, ÅÓÌÉ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÏÔ R1 Ë R2 �ÒÏÅË�ÉÉ ×ÓÅÈÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË ÏÓÔÁÀÔÓÑ Ó�ÒÁ×Á.2) åÓÌÉ R1 > R2 É R2 > R3, ÔÏ R1 > R3.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ R1 > R2 > R3 > R1, É �ÒÉÄÅÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. ðÏ �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÀ �ÒÉ ÏÂÈÏÄÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ R1R2R3 ×ÓÅ ÓÉÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑÓ�ÒÁ×Á. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÂÈÏÄ �ÒÏ-ÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ É �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÅË�ÉÉ ×ÓÅÈ ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ R1R2R3. óÉÎÉÈ ÔÏÞÅË Õ ÎÁÓ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ËÒÁÓÎÙÈ,�ÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔØ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ÓÉÎÉÅ ÔÏÞËÉ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÉÈ �ÒÏÅË�ÉÉ �ÒÑ-ÍÕÀ. ðÒÏÅË�ÉÉ Ä×ÕÈ ÉÚ ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË R1, R2, R3 ÌÅÖÁÔ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ËÁË É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å Ó×ÏÊÓÔ×Á 1.3) ðÕÓÔØ �ÒÏÅË�ÉÉ ÏÔÒÅÚËÏ× R1B1 É R2B2 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, �ÒÉÞÅÍ ÏÔÒÅÚÏËR1B1 ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ (ÎÉÖÅ) ÏÔÒÅÚËÁ R2B2. �ÏÇÄÁ R1 > R2 (R1 < R2).ðÕÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË R1B1 ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ÏÔÒÅÚËÁ R2B2. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏ-ÞÅË �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÏÔ B1 Ë R1 �ÒÏÅË�ÉÑ ÔÏÞËÉ B2 ÏÓÔÁÅÔÓÑÓÌÅ×Á. úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÏÔ R1 Ë R2 ÔÏÞËÁ B2 ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×Á, Ô. Å. R1 > R2.óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÔÒÅÚÏË R1B1 ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ ÏÔÒÅÚËÁ R2B2, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ.4) ëÒÁÓÎÙÅ É ÓÉÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÓÌÉ i < j É k 6= l,ÔÏ ÌÉÂÏ �ÒÏÅË�ÉÉ ÏÔÒÅÚËÏ× RiBk É RjBl ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÏÔÒÅÚÏË RiBkÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ÏÔÒÅÚËÁ RjBl.



òÁÍÓÅÅ×ÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÕÚÌÏ× É ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ 113óÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 2 ËÒÁÓÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ R1 > R2 >
· · · > Rn. ó×ÏÊÓÔ×Ï 3 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ | ÉÓËÏÍÁÑ.÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ 4, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË ÌÅÇËÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉË ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ×ÉÄÕ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÒÁÓÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÔÁË, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ × ÜÔÏÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Å. ïÔÒÅÚËÉ Ó ËÏÎ�ÏÍ R1 ÌÅÖÁÔ ×ÙÛÅ ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÕ R1ÍÏÖÎÏ �ÏÄÎÑÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ×ÙÓÏËÏ (ÎÁÄ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ �ÒÏÅË�ÉÉ). úÁÔÅÍ ÔÏÞËÕR2 ÍÏÖÎÏ �ÏÄÎÑÔØ ÎÁÍÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÊ, É Ô. Ä. ðÒÉ ÜÔÏÍÍÏÖÎÏ �ÏÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÉ R3, . . . , Rn �Ï�ÁÌÉ ÎÁ �ÒÑÍÕÀ R1R2(ÜÔÕ �ÒÑÍÕÀ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÚÁÒÁÎÅÅ, ÎÁ�ÒÁ×É× ÅÅ �ÏÞÔÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ).ëÒÁÓÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÔÁË, ËÁË ÎÕÖÎÏ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ�Ï×ÔÏÒÉÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË.3. ìÅÍÍÁ Ï Ä×ÕÈ Ó�É�ÁÈäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ Ï Ä×ÕÈ Ó�É�ÁÈ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÕÚÌÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÏÍÁÎÕÀ ÓÏ Ú×ÅÎØÑÍÉ Ä×ÕÈÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ | ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ. üÔÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, Á�-�ÒÏËÓÉÍÉÒÕÑ ÇÌÁÄËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉÚ×ÅÎØÑÍÉ.úÁÔÅÍ ËÁÖÄÙÊ �ÅÒÅËÒÅÓÔÏË, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÅ Ú×ÅÎÏ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÉ-ÖÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 2. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Ó ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ Ú×ÅÎØÑÍÉ, Õ ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÅÒÅËÒÅÓÔËÁÈ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ Ú×ÅÎØÑ �ÒÏÈÏÄÑÔ ÎÁÄ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ.

òÉÓ. 2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÅÒÅËÒÅÓÔËÁíÁÌÙÍ ÛÅ×ÅÌÅÎÉÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÇÏÒÉ-ÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ Ú×ÅÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÎÅ ÌÅÖÁÌÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ É ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ×ÅÒÔÉ-ËÁÌØÎÙÈ Ú×ÅÎÁ ÔÏÖÅ ÎÅ ÌÅÖÁÌÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.ðÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ��ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍÕ� �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÕÚÌÁ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÕÚÅÌ ÎÁ Ä×ÕÈÓ�É�ÁÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ x1, . . . , xn | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ Ú×Å-ÎØÅ×, Á y1, . . . , yn | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ Ú×ÅÎØÅ× (ÒÉÓ. 3Á). (ëÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ Ú×ÅÎØÅ×, ËÁË É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ Ú×ÅÎØÅ×, × Ä×ÁÒÁÚÁ ÍÅÎØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ.) ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ É ×ÅÒÔÉ-ËÁÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ �ÒÏÈÏÄÉÌÁ ×ÙÛÅ (ÒÉÓ. 3Â). îÁÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x1, . . . , xn, Á ÎÁ ×ÅÒ-ÔÉËÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ | ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ y1, . . . , yn. ðÁÒÕ ÔÏÞÅË ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ



114 ÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×, í. â. óËÏ�ÅÎËÏ×
x1 y1x2 y2x3 y3x4

y4
x5

y5
(Á) (Â)òÉÓ. 3. õÚÅÌ ÎÁ Ä×ÕÈ Ó�É�ÁÈ�ÒÑÍÙÈ ÍÙ ÓÏÅÄÉÎÑÅÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Ó ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÁÍÉ (xi; yj). ÷ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ 2n ÏÔÒÅÚËÏ×: ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ×ÙÈÏÄÑÔ Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ.ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÕÚÅÌ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ Ä×Å Ó�É-�Ù, | ÜÔÏ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÕÚÅÌ. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ,�ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ É ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ-ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ (×ÍÅÓÔÅ ÜÔÉ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÏÈÏÖÉ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉ�Ù ÒÁÓËÒÙÔÏÊ ËÎÉÇÉ).íÙ ÍÏÖÅÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ ÏÔÒÅÚËÉ × ËÁÖÄÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, É ÜÔÏ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÕÚÌÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÎÁÞÁÌÁ× ËÁÖÄÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÕÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ�ÁÒÕ Ú×ÅÎØÅ× ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 4. úÁÔÅÍ ÕÂÅÒÅÍ ÏÔÒÅÚËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏ-ÈÏÄÑÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ (ÒÉÓ. 5).

òÉÓ. 4. äÅÆÏÒÍÁ�ÉÑ �ÁÒÙ Ú×ÅÎØÅ× òÉÓ. 5. ìÉÛÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ
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÷ÏËÒÕÇ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ�ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ×á. â. óËÏ�ÅÎËÏ× ∗ ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÓÌÏ×Á,ìÉÛÅÎÎÙÅ ×ÓÑËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ,îÏ ÂÅÚ ÎÁ�ÒÑÖÅÎØÑ. . .â. çÒÅÂÅÎÝÉËÏ×, �ðÌÏÓËÏÓÔØ�æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ× ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÁ (×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ É ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÀÔÓÑ × ÎÁÞÁÌÅ ÚÁ-ÍÅÔËÉ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ, �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ËÎÉÇ, ÌÉÂÏÄÌÉÎÎÙ, ÌÉÂÏ ÔÒÕÄÎÙ. ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÒÉ-ÔÅÒÉÑ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ. ïÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔàÒÉÀ íÁËÁÒÙÞÅ×Õ [14℄ (ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÄÕ-ÍÁÌ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÅÝÅ ÂÕÄÕÞÉ ÛËÏÌØÎÉËÏÍ!) É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÄÅÉÉÚ [20, x5℄. îÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ-ÍÉ) �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × [5, x1.1℄. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÑÓÎÏÅÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á [5℄, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÁËÖÅ ÕÓÔÒÁÎÅÎÙ ÍÅÌËÉÅ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÉ.÷ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÉ �ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÅ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÙ� �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÂÌÉÚËÉÈ ËËÒÉÔÅÒÉÀ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×.÷ÙÒÁÖÁÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ í. î. ÷ÑÌÏÍÕ, á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÏÍÕ É ÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×ÕÚÁ �ÏÌÅÚÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ â. íÏÈÁÒÕ É ó. ÷. íÁÔ×ÅÅ×Õ ÚÁ�ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÓÓÙÌËÉ.îÁ�ÏÍÉÎÁÎÉÅ: �ÌÁÎÁÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙçÒÁÆÏÍ (ÔÏÞÎÅÅ, ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V , ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á(Ô. Å. ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ �ÁÒÙ) ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÙ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ É ÏÂÙÞÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ). ÷ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ �ÁÒÙ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÅÂÒÁÍÉ ÇÒÁÆÁ É ÏÂÙÞÎÏ ÉÚÏÂÒÁ-ÖÁÀÔÓÑ ÌÏÍÁÎÙÍÉ (ÉÌÉ ËÒÉ×ÙÍÉ), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ. îÁÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÌÏÍÁÎÙÅ ÍÏÇÕÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ, ÎÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (ËÒÏÍÅ Ä×ÕÈËÏÎ�Ï× ÒÅÂÒÁ) ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.

∗þÁÓÔÉÞÎÏ �ÏÄÄÅÒÖÁÎ óÔÉ�ÅÎÄÉÅÊ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÄÌÑ ÍÏÌÏ-ÄÙÈ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ É ÕÞÅÎÙÈ, òÏÓÓÉÊÓËÉÍ æÏÎÄÏÍ æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, ÇÒÁÎÔÁ-ÍÉ �02{01{00014 É �01{01{00583, çÒÁÎÔÏÍ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ îû{1988.2003.1 É �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ òáî �óÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ�.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(116{128)



÷ÏËÒÕÇ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ× 117çÒÁÆÙ G1 É G2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V1 ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G1 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V2 ×ÅÒÛÉÎÇÒÁÆÁ G2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ×ÅÒÛÉÎÙ A;B ∈ V1 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ ×ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÙ f(A); f(B) ∈ V2 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ.óÔÅ�ÅÎØÀ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅÅ ÒÅÂÅÒ.çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÄÇÒÁÆ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ | ÜÔÏ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ. æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÇÒÁÆ GÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÁÆÏÍ ÇÒÁÆÁ H , ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ H É ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ ÇÒÁÆÁ H .ðÒÉ ÜÔÏÍ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ × ÇÒÁÆÅ H , ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ × ÇÒÁÆÅ G.ðÕÔÅÍ × ÇÒÁÆÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ, × ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÎÉ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÅ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ É ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙÒÅÂÒÏÍ. ãÉËÌÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÔØ, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÅÒ×ÁÑ É �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏ-ÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. çÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖ-ÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ �ÕÔÅÍ. çÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ Ó×ÑÚÅÎ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ�ÉËÌÏ×.ï�ÅÒÁ�ÉÑ �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ �ÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 1. ä×Á ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉÏ�ÅÒÁ�ÉÊ �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅÂÒÁ É ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ. éÌÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÆ G, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ ÏÂÏÉÈ ÄÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑÒÅÂÒÁ.
òÉÓ. 1.çÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÁÎÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÂÅÒ (Ô. Å. ÒÅÂÒÁ ÂÅÚ ÉÈ ËÏÎ�Ï×) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ É ÎÅ ÓÁ-ÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÏÅ ÄÅÒÅ×Ï É ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÆ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É ÒÅÂÒÁÍÉÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ | �ÌÁÎÁÒÎÙÅ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÏÄÇÒÁÆ �ÌÁÎÁÒÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �ÌÁÎÁÒÅÎ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÇÏ-ÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ÇÒÁÆÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÌÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÌÁÎÁÒÎÙÍÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.åÝÅ × XVIII ×ÅËÅ ìÅÏÎÁÒÄ üÊÌÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÙ K5 É K3;3 (ÒÉÓ. 2)ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÌÁÎÁÒÎÙÍÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÕÔÅÍ ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁ ÓÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ [5, x1, �ÅÏÒÅÍÁ 1.3℄.�ÅÏÒÅÍÁ öÏÒÄÁÎÁ. úÁÍËÎÕÔÁÑ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ËÒÉ×ÁÑ (Ô.Å. �ÉËÌ)ÄÅÌÉÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÁ ÞÁÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÄÒÕÇÁÑÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, �ÒÉÞÅÍ Ä×Å ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ËÒÉ×ÏÊ, ÌÅÖÁÔ× ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ).ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [1℄.



118 á. â. óËÏ�ÅÎËÏ×
K5 K3;3òÉÓ. 2. òÉÓ. 3.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ öÏÒÄÁÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÚÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÇÒÁÆ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ.üÔÉ ÞÁÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÒÁÎÑÍÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. þÁÓÔÏ ÔÁËÏÅÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÏÓÔÏ ÇÒÁÆÏÍ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅÔÏÞÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ�ÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ (ÒÉÓ. 3).âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ | �ÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ.æÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ. äÌÑ (ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ) Ó×ÑÚÎÏÇÏ �ÌÁÎÁÒÎÏÇÏÇÒÁÆÁ Ó V ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, E ÒÅÂÒÁÍÉ É F ÇÒÁÎÑÍÉ ÉÍÅÅÍ V − E + F = 2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï É �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [5℄.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÂÏÌÅÅ ÉÚÑÝÎÏÅ (ÎÏ �Ï ÓÕÔÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ) ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ�ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ K5, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆK5 ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÚ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ. �ÏÇÄÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ5− 10 + F = 2. úÎÁÞÉÔ, F = 7. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏËÏÌÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ K5, ÎÁÒÉ-ÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÔÒÅÌËÕ ×�ÒÁ×Ï É ÓÔÒÅÌËÕ ×ÌÅ×Ï. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÅÌÏËÒÁ×ÎÏ 2E = 20. îÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÎÉ�Á ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÉÚÔÒÅÈ ÒÅÂÅÒ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÅÌÏË ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 3F = 21 > 20. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ïÓÎÏ×Ù-×ÁÑÓØ ÎÁ ÜÔÏÊ ÉÄÅÅ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅ�ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ ÇÒÁÆÁ K3;3 (Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ�ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ K5, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ �ÏÎÑÔÉÉ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [2℄, [5, x1℄.�ÅÏÒÅÍÁ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ. çÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÁÎÁÒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÇÒÁÆÁ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÇÒÁÆÕ K5 ÉÌÉ K3;3 (ÒÉÓ. 2).üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÏÂßÑ×ÌÅÎÁ ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÓÏ×ÅÔÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍìØ×ÏÍ óÅÍÅÎÏ×ÉÞÅÍ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÙÍ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ), Á ÔÁË-ÖÅ æÒÉÎËÏÍ É óÍÉÔÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÏÇÄÁ ÅÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ {ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ. ÷ 1920-Å ÇÏÄÙ ëÁÒÌ íÅÎÇÅÒ ÏÂßÑ×ÉÌ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 3, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÇÒÁÆÁ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÇÒÁÆÕ K3;3. þÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÙÔÁÔØÓÑÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ (×ÙÔÅËÁÀÝÉÊ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ),ÎÅ Ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ. ëÒÏÍÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ, ÓÕÝÅÓ-Ô×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ËÒÉÔÅÒÉÅ× �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ× [20℄. ïÇÒÏÍÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë�ÏÉÓËÕ ËÒÉÔÅÒÉÑ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ× ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÏÄ-ÎÏÊ ÉÚ ×ÅÌÉÞÁÊÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÇÉ�ÏÔÅÚ | ÇÉ�ÏÔÅÚÙ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÒÁÓÏË [5, x1℄.



÷ÏËÒÕÇ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ× 1191. ðÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏîÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ÔÅÏÒÅÍÅ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÌÁÎÁÒÎÙÊÇÒÁÆ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ �ÏÄÇÒÁÆÏ×, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ K5 ÉÌÉ K3;3. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈÇÒÁÆÏ× ×ÙÂÅÒÅÍ ÇÒÁÆ G Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÅÂÅÒ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÛÁÇÏ×.äÌÑ ÉÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÎÁ�ÏÍÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. �-ÇÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÇÒÁÆ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÊ ÂÕË×Å � (Ô. Å. ÇÒÁÆÕ K3;2). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÇÒÁÆ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ�ÏÄÇÒÁÆ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÊ ÇÒÁÆÕ H� ÂÕÄÅÍ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ �G ⊃ H�.ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÒÅÂÒÁ G → G − e, ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ÒÅÂÒÁ G → G=e É ÕÄÁÌÅÎÉÑ×ÅÒÛÉÎÙ G→ G− x Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 4.

òÉÓ. 4.ûÁÇ 1 (ÓÁÍÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ). éÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G− x− y ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÒÅÂÅÒ.ûÁÇ 2 (ÓÁÍÙÊ ×ÁÖÎÙÊ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ xy ÇÒÁÆÁ G ×Ù�ÏÌÎÅÎÏG− x− y 6⊃ �:ûÁÇ 3 (ÓÁÍÙÊ ËÒÁÓÉ×ÙÊ). çÒÁÆ G ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ K5 ÉÌÉ K3;3.éÚ ÛÁÇÁ 3 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÛÁÇÁ 1. ÷ ÇÒÁÆÅ G − x − y ÎÅÔ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÔ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G − x − y × ÇÒÁÆÅ G ÏÔÈÏÄÉÔ ÎÅÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÒÅÂÅÒ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.÷ ÇÒÁÆÅ G − x − y ÎÅÔ É ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ p | ×ÉÓÑÞÁÑ×ÅÒÛÉÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ É Ó x, É Ó y, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÇÒÁÆÅ G ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒÅÈ ÒÅÂÅÒ. çÒÁÆ G − (xy) �ÌÁÎÁÒÅÎ �Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÒÁ-ÆÁ G. îÁÒÉÓÕÅÍ ÇÒÁÆ G− (xy) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÚ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ��ÏÄÒÉÓÕÅÍ�ÒÅÂÒÏ xy ×ÄÏÌØ ÒÅÂÅÒ px É py. ðÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÚÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.



120 á. â. óËÏ�ÅÎËÏ×äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÛÁÇÁ 2. îÅÓÌÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G=xy �ÌÁÎÁÒÅÎ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ G=xy ⊃ K3;3, ÔÏ G ⊃ K3;3, Á ÅÓÌÉ G=xy ⊃ K5, ÔÏ G ⊃ K5 ÉÌÉG ⊃ K3;3 (ÒÉÓ. 5). ðÏÜÔÏÍÕ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ ÇÒÁÆÁ G=xy ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉÇÒÁÆÁ G. x y
x y x y

òÉÓ. 5.îÁÒÉÓÕÅÍ ÂÅÚ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÇÒÁÆ G=xy (ÒÉÓ. 6). ðÏËÒÁÓÉÍ ×ÂÅÌÙÊ �×ÅÔ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ G=xy, ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ xy. éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁG−x−y = G=xy−xy ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÔÉÒÁÎÉÅÍ ÂÅÌÙÈ ÒÅÂÅÒ. ðÏËÒÁÓÉÍ× ÞÅÒÎÙÊ �×ÅÔ ÇÒÁÎÉ�Õ B ÔÏÊ ÇÒÁÎÉ (ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ) ÇÒÁÆÁ G=xy − xy, ËÏÔÏÒÁÑÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÒÛÉÎÕ xy ÇÒÁÆÁ G=xy. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÇÒÁÎÉ�Á ÇÒÁÎÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ �-�ÏÄÇÒÁÆÁ.(üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ öÏÒÄÁÎÁ. äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ: ÅÓÌÉ ÇÒÁÎÉ�Á ÇÒÁÎÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �-�ÏÄÇÒÁÆ, ÔÏÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ É ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÅÅ ÔÒÅÍÑ ÒÅÂÒÁÍÉ Ó ÔÒÅ-ÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÔÒÅÈ �ÄÕÇÁÈ� �-�ÏÄÇÒÁÆÁ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ K3;3 ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÚ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.)ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ G=xy ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÌÉÂÏ ÂÅÌÙÅ, ÌÉÂÏÞÅÒÎÙÅ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. �ÏÇÄÁ ÎÅÏËÒÁÛÅÎÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÇÒÁÎÉ ÇÒÁÆÁG=xy − xy, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ xy. úÎÁÞÉÔ, ÇÒÁÆ B ÉÚ ÞÅÒÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÒÁÚ-ÂÉ×ÁÅÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ Ä×Å ÎÁ ÞÁÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÉËÌ C ÉÚÞÅÒÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁ xy ÌÅÖÉÔ (ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝÎÏ-ÓÔÉ) ×ÎÕÔÒÉ, Á ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÅÝÅ ÎÅ �ÏËÒÁÛÅÎÎÏÅ ÒÅÂÒÏ | ×ÎÅ.ðÏËÒÁÓÉÍ × ËÒÁÓÎÙÊ �×ÅÔ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ G=xy, ÌÅÖÁÝÉÅ ×ÎÅ �ÉËÌÁ C.ïÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ G=xy �ÏËÒÁÓÉÍ × ÏÒÁÎÖÅ×ÙÊ �×ÅÔ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÒÁÓ-ÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ, Á ÏÒÁÎÖÅ×ÙÈ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ.ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÇÒÁÆÁ G=xy �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÇÒÁÆÁ G (ÒÅÂÒÏxy ËÒÁÓÉÔÓÑ × ÂÅÌÙÊ �×ÅÔ). çÒÁÆ G − R, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ ÇÒÁÆÁ G ÕÄÁÌÅÎÉÅÍËÒÁÓÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÚ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ (ÒÉÓ. 7),ÔÁË ËÁË G | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÅ�ÌÁÎÁÒÎÙÊ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ
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òÉÓ. 7.ÂÅÌÙÅ ÒÅÂÒÁ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÞÅÒÎÏÇÏ �ÉËÌÁ C. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ B ÞÅÒÎÙÈÒÅÂÅÒ | ÇÒÁÎÉ�Á ÇÒÁÎÉ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �-�ÏÄÇÒÁÆÁ. úÎÁÞÉÔ, ËÁÖÄÁÑ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ B − C �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó C ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �Ï ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅËÉÎÕÔØ ËÁÖÄÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ B − C (×ÍÅ-ÓÔÅ Ó ÏÒÁÎÖÅ×ÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ) ×ÎÕÔÒØ �ÉËÌÁ C. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ B − CÉ ×ÓÅ ÏÒÁÎÖÅ×ÙÅ ÒÅÂÒÁ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ �ÉËÌÁ C. îÁÒÉÓÏ×Á× ËÒÁÓÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ×ÎÅ C,ËÁË ÄÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G=xy (ÒÉÓ. 6), �ÏÌÕÞÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ G × �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ G− x− y ÅÓÔØ ÇÒÁÎÉ�Á ÇÒÁÎÉÉ �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �-�ÏÄÇÒÁÆÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÛÁÇÁ 3. éÚ ÛÁÇÏ× 1 É 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G−x−y �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÄÅÒÅ×ØÅ×�, �×ÅÒÛÉÎÁÍÉ� ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÖÁÔ�ÉËÌÙ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÒÅÂÅÒ (ÒÉÓ. 8). ðÏ-ÜÔÏÍÕ × ÇÒÁÆÅ G − x − y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �×ÉÓÑÞÉÊ� �ÉËÌ, Ô. Å. �ÉËÌ C, ÉÍÅÀÝÉÊ ÓÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ v. ÷ ÜÔÏÍ �ÉËÌÅ C ÅÓÔØ ÅÝÅ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ p É q. �ÁË ËÁË × ÇÒÁÆÅ G ÎÅÔ ×ÅÒÛÉÎ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù-ÈÏÄÉÔ ÍÅÎÅÅ ÔÒÅÈ ÒÅÂÅÒ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅÒÛÉÎ p É q ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÌÉÂÏ Ó x, ÌÉÂÏÓ y. ðÏÜÔÏÍÕ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ �ÉËÌÁ C É ÒÅÂÅÒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ x; y; p; q,ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ �-�ÏÄÇÒÁÆ. úÎÁÞÉÔ, �Ï ÛÁÇÕ 2 ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G − x − yÉÍÅÅÔ ËÏÎÅ� ÎÁ �ÉËÌÅ C. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ G−x−y ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ,ÔÏ ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÉËÌÏÍ C.ðÏÓËÏÌØËÕ × ÇÒÁÆÅ G ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒÅÈ ÒÅÂÅÒ, ÔÏÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ �ÉËÌÁ G− x− y ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÌÉÂÏ Ó x, ÌÉÂÏ Ó y.åÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ u �ÉËÌÁ G−x−y ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó x É ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó y, ÔÏ ÓÏÓÅÄÎÑÑ Óu ×ÅÒÛÉÎÁ v �ÉËÌÁ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó x (�ÏÓËÏÌØËÕ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÆ G− vx�ÌÁÎÁÒÅÎ �Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÒÅÂÒÏ vx Ë×ÌÏÖÅÎÎÏÍÕ × �ÌÏÓËÏÓÔØ ÇÒÁÆÕG−vx É �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÌÏÖÅÎÉÅ × �ÌÏÓËÏÓÔØ ÇÒÁÆÁG).ðÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ{ ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ �ÉËÌÁ G− x− y ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ × G É Ó x, É Ó y, ÌÉÂÏ
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vw x
ypqòÉÓ. 9.{ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÉËÌÁ G−x−y, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ Ó x É ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ 
 y, ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ ×ÄÏÌØÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ.÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ G = K5, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ G = K3;3. �úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÚ [5, 1.1℄ ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÉ. îÁÓ. 23 ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÇÒÁÆ F ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ� |×ÅÄØ ÇÒÁÎÉ�Á ÇÒÁÎÉ ÍÏÖÅÔ ÒÁÚÂÉ×ÁÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ (ÒÉÓ. 8).îÁ Ó. 24 ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ �ÉËÌÁ C1 ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÒÅÂÒÏÍ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊx ÉÌÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ y� | ×ÅÄØ ÜÔÁ ×ÅÒÛÉÎÁ �ÉËÌÁ C1 ÍÏÖÅÔ ÓÏÅÄÉÎÑÔØÓÑ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ G − x − y. îÁ Ó. 25 ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÔÏÇÄÁ ÇÒÁÆ G ÉÍÅÅÔÔÁËÏÊ ×ÉÄ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 11� | ×ÅÄØ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÉËÌÁ C ÍÏÇÕÔ ÓÏÅÄÉÎÑÔØÓÑ ÒÅÂÒÁÍÉÉ Ó x, É Ó y. ÷ ËÏÎ�Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 3 ÉÚ [14℄ ÎÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÏ, �ÏÞÅÍÕ GÑ×ÌÑÅÔÓÑ 3-�ÒÉÚÍÏÊ, Á ÎÅ �ÏÄÇÒÁÆÏÍ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÒÉÓ. 9. ÷ÓÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÉÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ É ÌÅÇËÏ ÕÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÅ).úÁÄÁÞÁ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎ-ÎÙÊ ÎÁ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å, É Ï�ÅÎÉÔÅ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÅÔ�ÒÉÇÏÄÉÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ É �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÀ-ÝÉÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ. çÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ ÇÒÁÆÁ G �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔØÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÒÅÂÒÁ ÉÌÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÌÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ÒÅÂÒÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÍÉÎÏÒÏÍ ÇÒÁÆÁ G. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÉÎÏÒ �ÌÁÎÁÒÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �ÌÁÎÁÒÅÎ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ × ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ: ÇÒÁÆ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÇÒÁÆÁ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÇÏ K5 ÉÌÉ K3;3

⇔ ÇÒÁÆ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÏÒÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ K5 ÉÌÉ K3;3. ðÕÓÔØ G | ÎÅ�ÌÁÎÁÒÎÙÊÇÒÁÆ, ÌÀÂÏÊ ÍÉÎÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÌÁÎÁÒÅÎ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ G ÉÚÏÍÏÒÆÅÎK5 ÉÌÉ K3;3, ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ.ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ: ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÅ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÙåÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÁ ÓÉÓÔÅÍÙ N ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ × ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ M ,ÔÏ É N ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ × M . åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÉÄÅÑ | �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ ÎÁÊÔÉ Ó�ÉÓÏË �ÚÁ-�ÒÅÝÅÎÎÙÈ� ÓÉÓÔÅÍ N1; : : : ; Nk, ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ × M , ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÉÓÔÅÍÁ N ÂÙÌÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ × M ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ, ÞÔÏÂÙ N ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÌÁ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÈ� �ÏÄÓÉÓÔÅÍ.



÷ÏËÒÕÇ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ× 123ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ �ÒÉÍÅÒ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ | ÔÅÏÒÅÍÁ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ. ÷ ÔÅÒ-ÍÉÎÁÈ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÙÈ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ Ï�ÉÓÁÔØ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁ-ÆÏ× (ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÏÂØÅËÔÏ×).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁË ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÇÒÁÆÙ, ×ÌÏÖÉÍÙÅ × ÄÁÎÎÏÅ 2-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ[17℄. ïÄÎÁËÏ Ó�ÉÓÏË ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ× ÄÌÑ ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ × ÌÉÓÔ í£ÂÉ-ÕÓÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÌÙÈ 103 ÇÒÁÆÁ [11℄. äÁÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Ó�ÉÓ-ËÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ 2-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÞÅÎØ ÄÌÉÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï [7,17℄. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ É ÄÒÕÇÉÅ Ó�ÏÓÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒËÉ ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ× × �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ 2-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.�ÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÇÒÁÆÙ É ÄÁÖÅ �ÅÁÎÏ×ÓËÉÅ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÙ, ÂÁÚÉÓÎÏ ×ÌÏ-ÖÉÍÙÅ × R2 [13, 19℄.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÁÄÁÞ). �Å ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÔÒÅÞÁ-ÀÔÓÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÏÂßÅËÔÙ, ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÉÇÎÏÒÉÒÏ×ÁÔØ.�ÅÏÒÅÍÁ ûÁÒÔÒÁÎÁ {èÁÒÁÒÉ. çÒÁÆ G ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÂÅÚ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ G ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �-�ÏÄÇÒÁÆÁ.îÁÚÏ×ÅÍ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ �ÉËÌ C × Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ G ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÅÚ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÉ ËÏ-ÔÏÒÏÍ �ÉËÌ C ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÎÉ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ.ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ. ãÉËÌ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁ-ÎÉÞÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ G �ÌÁÎÁÒÅÎ É �ÉËÌ C ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ× �ÏÄÇÒÁÆÅ ÇÒÁÆÁ G, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 10 ÉÌÉ 11.C
òÉÓ. 10.

C
òÉÓ. 11.á ×ÏÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÏÝÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÕÒÁ-ÔÏ×ÓËÏÇÏ.�ÅÏÒÅÍÁ Ï 8 É �. ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ G ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕËÁÚÁÎ �ÉËÌÉÞÅ-ÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅÅ ÒÅÂÅÒ. çÒÁÆ G Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ �Ï-ÒÑÄËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÂÅÚ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂÈÏÄ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅÅ ÒÅÂÅÒ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÓÏ×�ÁÄÁÌÂÙ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ �ÏÒÑÄËÏÍ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ G ÎÅ ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ �×ÏÓØÍÅÒËÉ� ÉÌÉ �ÂÕË×Ù ��, �ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÒÑÄËÉ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÎÙÒÉÓ. 12.



124 á. â. óËÏ�ÅÎËÏ×
òÉÓ. 12.ä×Á ×ÌÏÖÅÎÉÑ (Ô. Å. ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÂÅÚ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ) f; g ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅÇÒÁÆÁ × �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÔÏ�ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ�ÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ × ÄÒÕÇÏÅ, ÞÔÏÂÙ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÍÙ ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ÉÍÅÌÉÂÙ ×ÌÏÖÅÎÉÅ (ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [4, 5℄).�ÅÏÒÅÍÁ íÁËÌÅÊÎÁ {üÄËÉÓÓÏÎÁ. ä×Á ×ÌÏÖÅÎÉÑ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ × �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ ÉÚÏÔÏ�ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÓÕÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ �ÉËÌ É ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÔÒÉÏÄ ÉÚÏÔÏ�ÎÙ (Ô. Å. ÎÅ ÔÁËÏ×Ù, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 13)[16℄.

123 132 231 132(a) (b)òÉÓ. 13.üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÄÅÒÅ×ØÅ×, Á �ÏÔÏÍ Ó×ÅÓÔÉ ÏÂÝÉÊÓÌÕÞÁÊ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÄÅÒÅ×ØÅ× �ÕÔÅÍ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á. �ÅÏÒÅÍÁ íÁË-ÌÅÊÎÁ {üÄËÉÓÓÏÎÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ �ÏÌÉÜÄÒÁ ÉÌÉ ÄÁÖÅ �ÅÁÎÏ×ÓËÏÇÏ ËÏÎ-ÔÉÎÕÕÍÁ G.�ÅÏÒÅÍÁ íÁËÌÅÊÎÁ {üÄËÉÓÓÏÎÁ (ÂÅÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ × ÓËÏÂËÁÈ) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ×ÌÏÖÅÎÉÊ × ÓÆÅÒÕ, ÔÏÒ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ 2-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÚÏÔÏ�ÉÑ ÇÒÁÆÁ ÎÁ 2-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÂßÅÍÌÅÍÁ[ó. ÷. íÁÔ×ÅÅ×, ÞÁÓÔÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ℄.�ÅÏÒÅÍÁ âÁÜÒÁ {ü�ÛÔÅÊÎÁ. ä×Å ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÒÉ-×ÙÅ ÎÁ 2-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÚÏÔÏ�-ÎÙ [10℄.�ÅÏÒÅÍÁ âÁÜÒÁ {ü�ÛÔÅÊÎÁ Ó×ÏÄÉÔ ×Ï�ÒÏÓ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ×ÌÏÖÅÎÉÊ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ × 2-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅ-ÍÏÅ 2-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ) Ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �1(N) ×ÌÏÖÅÎÎÙÍÉÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ. îÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ×Ï�ÒÏÓ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÅÎ.úÁÄÁÞÁ. (a) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ×ÌÏÖÅÎÉÊ× ÓÆÅÒÕ.



÷ÏËÒÕÇ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ× 125òÉÓ. 14.(b) ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÒÕÇÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÌÏÖÅÎÉÊ ÇÒÁÆÏ× × �ÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÉÚÏÔÏ�ÉÉ. çÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (×ÅÒÛÉÎÎÏ) k-Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ�ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ k− 1 ×ÅÒÛÉÎÙ É ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ k×ÅÒÛÉÎ. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ õÉÔÎÉ [21℄.ìÀÂÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÈÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ × ÓÆÅÒÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �Ï-ÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÉÚÏÔÏ�ÉÉ É ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ.ìÀÂÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ × ÓÆÅÒÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏÄÒÕÇÏÇÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÉÚÏÔÏ�ÉÉ É ��ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÊ ÂÌÏËÏ×� (ÒÉÓ. 14).ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ1-Ó×ÑÚÎÏÇÏ (⇔ Ó×ÑÚÎÏÇÏ) ÇÒÁÆÁ × ÓÆÅÒÕ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ. óÄÅÌÁÊÔÅ ÔÏ ÖÅ É ÄÌÑ0-Ó×ÑÚÎÏÇÏ (⇔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ) ÇÒÁÆÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ×ÌÏÖÅÎÉÊ ÇÒÁÆÁ × ÓÆÅÒÕ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÔÏ�ÎÏÓÔÉ).ðÏÌÉÜÄÒ (ÓÉÎÏÎÉÍ: ÔÅÌÏ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ) | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊÁÎÁÌÏÇ ÇÒÁÆÁ. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [5, x8℄. õÖÅ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ�ÏÌÉÜÄÒÙ | ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ É ÓÌÏÖÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ, �ÒÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ É ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÙÈ ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ [4℄. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ èÁÌÉÎÁ{àÎÇÁ. ðÏÌÉÜÄÒ ×ÌÏÖÉÍ × ÓÆÅÒÕ S2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÒÁÆÏ× K5, K3;3 ÉÌÉ �ÚÏÎÔÉËÁ� U2 (ÒÉÓ. 2 É 15)[12, 15℄.
òÉÓ. 15.÷ ÜÔÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÌÉÛØ ÞÁÓÔØ �ÔÏÇÄÁ� É ÌÉÛØ ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �ÏÌÉ-ÜÄÒÏ×. ïÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÁ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÌÁÎÕ. ðÕÓÔØ Ó×ÑÚÎÙÊ2-�ÏÌÉÜÄÒN 6∼= S2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔK5,K3;3 ÉÌÉ U2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �N Ä×Õ-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ 2-�ÏÌÉÜÄÒÁ N . ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× K5 É K3;3 ×ÌÏÖÉÍÉ × ÔÏÒ, É × ÌÉÓÔ í£ÂÉÕÓÁ, ÔÏ �N ÅÓÔØ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄÉÓËÏ×. úÁÍÅÎÉÍËÁÖÄÙÊ ÄÉÓË ÎÁ �ËÏÌÅÓÏ�. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ �ÌÁÎÁÒÅÎ. ðÏ ×ÌÏÖÅÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ× �ÌÏÓËÏÓÔØ ÌÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÌÉÜÄÒÁ N × �ÌÏÓËÏÓÔØ. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï (×ÉÄÉÍÏ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÆÏÌØËÌÏÒÎÙÍ) �ÒÏÝÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ × [12℄ É ÔÅÍÂÏÌÅÅ × [15℄.



126 á. â. óËÏ�ÅÎËÏ×
a1 a 2=a′ 1

CK5a1
a 2=a′ 1

CK3;3òÉÓ. 16.÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÈ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ Ï�ÉÓÁÔØ �ËÏÍ�ÁËÔÎÏ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÁÆÙ� (Ô. Å. ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÙ), ×ÌÏÖÉÍÙÅ × �ÌÏÓËÏÓÔØ.ëÏÎÔÉÎÕÕÍ | ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ëÏÎÔÉÎÕÕÍÙ ÅÓ-ÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ (ÄÁÖÅ ÇÌÁÄËÉÈ!). ëÏÎ-ÔÉÎÕÕÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ (ÉÌÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÏÍ ðÅÁÎÏ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ x É ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÍÅÎØÛÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØV ÔÏÞËÉ x, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÉÚ V ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÕÔÅÍ, �ÅÌÉËÏÍÌÅÖÁÝÉÍ × U (ÉÌÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÕÇÉ).ìÏËÁÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÙ [3℄. ðÏÜÔÏÍÕÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ ëÌÜÊÔÏÒÁ. ìÏËÁÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ×ÌÏÖÉÍ × ÓÆÅÒÕ S2 ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÏ× K5, K3;3, CK5 É CK3;3(ÒÉÓ. 16) [8, 9℄.ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÏ× CK5 É CK3;3 . ÷ÏÚØÍÅÍ ÒÅÂ-ÒÏ ab ÇÒÁÆÁ K5 É ÏÔÍÅÔÉÍ ÎÁ Î£Í ÎÏ×ÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ a′. ðÕÓÔØ P = K5−(aa′). ðÕÓÔØPn ËÏ�ÉÑ ÇÒÁÆÁ P . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ an É a′n ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ Pn, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÅ a É a′. �ÏÇÄÁ CK5 = (P1 ⋃a′1=a2 P2 ⋃a′2=a3 P3 : : : ) ⋃x=0 I;ÇÄÅ {Pn} | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÁÆÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏ ÓÔÒÅÍÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÎÕÌÀÄÉÁÍÅÔÒÁÍÉ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÔÏÞËÅ x =∈ ⊔∞n=1Pn. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØËÏÎÔÉÎÕÕÍ CK3;3 , ×ÚÑ× ×ÎÁÞÁÌÅ K3;3 ×ÍÅÓÔÏ K5.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ ëÌÜÊÔÏÒÁ. äÏËÁÖÅÍ ÎÅ×ÌÏ-ÖÉÍÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ CK5 (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ CK3;3 ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ). ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, f : CK5 → R2 | ×ÌÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C ⊂ CK5É �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ⊂ CK5 − C ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ∗X ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ�fX ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ fC�.



÷ÏËÒÕÇ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ× 127ðÕÓÔØ Sn | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × Pn, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÒÅÂÅÒ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎan É a′n. �ÁË ËÁË Sn ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë x = 0, ÔÏ Sn ∗ 1 ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ n. �ÁËËÁË fI | �ÕÔØ ÍÅÖÄÕ f0 É f1, ÌÅÖÁÝÉÊ ×ÎÅ fSn, ÔÏ Sn ∗0. �ÁË ËÁË Sn ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ëx = 0, ÔÏ Sn∗Sm É Sm∗Sl ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈm < l. îÏ ÔÏÇÄÁ Sm∗{am; a′m},Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ ÆÁËÔÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ g : P → R2 ÔÏÞËÉ gaÉ ga′ ÌÅÖÁÔ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÏÂÒÁÚÁ gS. �ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ R2 ÎÁ S2, Á × ÔÅÏÒÅÍÅíÁËÌÅÊÎÁ{üÄËÉÓÓÏÎÁ | ÎÅÔ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Ó�ÉÓËÁ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÈ �ÏÌÉÜÄÒÏ× ÄÌÑ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ 2-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÌÉÜÄÒÁ × R3 ÉÌÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÌÉÜÄÒÁ × R2n, ÇÄÅ n > 2[18℄. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ.éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÁÍÙÈ �ÏÌÅÚÎÙÈ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÊ ÓÔÒÏÉÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÎ-ÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÄÁÎÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á [6℄. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ áÎÏÓÏ× ä. ÷. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ É ÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ.í.: íãîíï, 2003.[2℄ âÏÌÔÑÎÓËÉÊ ÷. ç., åÆÒÅÍÏ×ÉÞ ÷. á. îÁÇÌÑÄÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ. í.: îÁÕËÁ, 1982.[3℄ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÉÊ ë. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ. í.: íÉÒ, 1969. �. 1, 2.[4℄ íÁÔ×ÅÅ× ó. ÷., æÏÍÅÎËÏ á. �. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ× ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ. í.: îÁÕËÁ, 1990.[5℄ ðÒÁÓÏÌÏ× ÷. ÷. üÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.í.: íãîíï, 2004.[6℄ òÅ�Ï×Û ä., óËÏ�ÅÎËÏ× á. îÏ×ÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ×ÌÏÖÅÎÉÑÈ �ÏÌÉÜÄÒÏ× É ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × Å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á // õíî, 1999. �. 54, �6. ó. 61{109.[7℄ Ar
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ðÆÁÆÆÉÁÎÙ ÉÌÉ ÉÓËÕÓÓÔ×Ï ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÔØ ÚÎÁËÉ. . .í. î. ÷ÑÌÙÊ∗÷ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÉ 7.51 ÉÚ ËÎÉÇÉ çÒÜÈÅÍÁ, ëÎÕÔÁ É ðÁÔÁÛÎÉËÁ �ëÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÁ� [2℄ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÏÊ ÄÏÓËÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ:Dmn(v; h) = 2mn=2 ∏16j6m16k6n (( 
os2 j�m+ 1)v2 + ( 
os2 k�n+ 1)h2)1=4 : (1)åÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ v; h, ÔÏ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔ �ÒÉ vrhs ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÄÏÓËÉÒÁÚÍÅÒÁ m×n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ r ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏÉ s ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÒÉÓ. 1Á ×ÎÏÓÉÔ × ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ×ËÌÁÄv6h4.

Á) Â)òÉÓ. 1. ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ Ë ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÍÕ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÀ × ÇÒÁÆÅ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉóÒÁÚÕ ÏÔÍÅÔÉÍ Ä×Á ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: Á) Dmn(v; h)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ v É h; Â) Dmn(1; 1) | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó�ÏÓÏÂÏ××ÓÅÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÄÏÓËÉ m × n). õ×ÉÄÅÔØ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á Dmn(v; h) ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÎÅ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏ.÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ (1) É ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ�ÏÈÏÖÅÊ ÚÁÄÁÞÉ | Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ Á�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6Á)ÎÁ Ó. 140). æÏÒÍÕÌÁ (1) É �ÏÄÏÂÎÙÅ ÅÊ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ × 60-Å ÇÏÄÙ �ÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ�ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. îÅÓËÏÌØËÏ �ÏÚÖÅ ÉÄÅÉ, �ÒÉÄÕÍÁÎÎÙÅÆÉÚÉËÁÍÉ, ÕÄÁÌÏÓØ �ÒÉÓ�ÏÓÏÂÉÔØ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÓÔÁÔØÑÈ ç. ëÕ�ÅÒÂÅÒÇÁ [6,7℄, ËÏÔÏ-ÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÉÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.
∗òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òææé �02-01-00716 É �02-01-22001 îãîé Á É ÇÒÁÎÔÏÍ�ÏÄÄÅÒÖËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ îû 1721.2003.1.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(129{142)



130 í. î. ÷ÑÌÙÊäÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀÚÁÄÁÞÕ �ÏÄÓÞÅÔÁ ÞÉÓÌÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × ÇÒÁÆÅ. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ �ÁÒÏ-ÓÏÞÅÔÁÎÉÅ | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÎÁ �ÁÒÙ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ�ÁÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ó×ÑÚÁÎÁ ÒÅÂÒÏÍ × ÇÒÁÆÅ. òÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÎÁ ÇÒÁÆÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅ-ÛÅÔËÉ, ËÁË ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÒÉÓ. 1.úÁÄÁÞÁ �ÏÄÓÞÅÔÁ ÞÉÓÌÁ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÔÒÕÄÎÁ1). õÄÉ-×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏ �ÒÏÝÅ ×ÓÌÕÞÁÅ �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, Ô. Å. ÔÁËÉÈ ÇÒÁÆÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÒÅÂÅÒ. çÒÁÆ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÌÁÎÁÒÅÎ, ÞÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ (1).÷Ï ×ÔÏÒÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÓÔÁÔØÉ ÏÔ ÞÉÔÁÔÅÌÑ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÎÁÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÕÞÅÂÎÉËÅ ÷ÉÎÂÅÒÇÁ [1℄.1. úÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ É �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑóÎÁÞÁÌÁ ÎÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ Ï �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ.ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; : : : ; v} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ ÓÅÂÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ Sv. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË | ÜÔÏËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. �ÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ id ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÓÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÂÒÁÔ-ÎÁÑ �−1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï � ◦ �−1 = id (ÚÎÁËÏÍ ◦ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË).úÁÄÁÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÍÏÖÎÏ, ÕËÁÚÁ× ÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÉËÌÙ:� = (a11a12 : : : a1k1)(a21a22 : : : a2k2) : : : (a
(�)1 a
(�)2 : : : a
(�)k
(�) ): (2)÷ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÓËÏÂÏË ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉ: �(a1) = a2,�(a2) = a3, . . . , �(ak) = a1. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÉËÌÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÓÄ×ÉÇÏ× ÞÉÓÅÌ ×ÎÕÔÒÉ ÓËÏÂÏË. üÔÏ ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÅÓÌÉ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØÚÁ ÏÒÂÉÔÏÊ ÞÉÓÌÁ, Ô. Å. ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÞÉÓÌÁ �ÒÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ �.ãÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 1, Ô. Å. ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, �ÒÉ ÚÁ�ÉÓÉ × ×ÉÄÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÉËÌÏ× ÏÂÙÞÎÏ �ÒÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ.úÎÁË sgn(�) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ (−1)n+k, ÇÄÅ n | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,k | ÞÉÓÌÏ �ÉËÌÏ×, ×ËÌÀÞÁÑ �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 1. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ,ÅÓÌÉ ÅÅ ÚÎÁË ÒÁ×ÅÎ +1, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÞÅÔÎÏÊ.ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (jk), ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÍÅÓÔÁÍÉ �ÁÒÕ ÞÉÓÅÌ j É k, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓ-�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ. ìÀÂÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ-�ÉÊ, ÈÏÔÑ É ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁÔÒÁÓ�ÏÚÉ�ÉÀ (jk) ÍÅÎÑÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÉËÌÏ× ÎÁ 1: Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ j É k ×ÈÏ-ÄÑÔ × ÏÄÉÎ �ÉËÌ; ÕÍÅÎØÛÁÅÔ, ÅÓÌÉ j É k ×ÈÏÄÑÔ × ÒÁÚÎÙÅ �ÉËÌÙ. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÏÌÅÚÎÕÀ ÌÅÍÍÕ.1)éÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ #P -�ÏÌÎÁ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ #P ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉ-ÇÅ çÜÒÉ É äÖÏÎÓÏÎÁ [3℄ (ÇÄÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÕÓÔÁÒÅ×ÛÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ KP).#P -�ÏÌÎÏÔÕ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏËÁÚÁÌ ì. ÷ÜÌÉÁÎÔ [9℄.



ðÆÁÆÆÉÁÎÙ ÉÌÉ ÉÓËÕÓÓÔ×Ï ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÔØ ÚÎÁËÉ. . . 131ìÅÍÍÁ 1. þÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ ÏÄÉÎÁËÏ×Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÄÁÎ-ÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÈ ÚÎÁËÉ ÔÏÖÅ �ÅÒÅÍÎÏÖÁ-ÀÔÓÑ: sgn(� ◦ �) = sgn(�) sgn(�): (3)ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. þÉÔÁÔÅÌÀÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1. éÎ×ÅÒÓÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � | ÜÔÏ ÔÁËÁÑ �ÁÒÁ (j; k), ÞÔÏ j < k, Á �(j) > �(k).þÅÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ.2. þÅÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ �ÉËÌÏ× ÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.3. þÅÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÎÅÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÉ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ v ÞÅÔÎÏ. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {1; : : : ; v}ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ �ÁÒÙ (ÓÌÏ×Ï �ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÊ� ÉÎÏÇÄÁ ÂÕ-ÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {1; : : : ; v} ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ Pv . ðÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ó ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑÍÉ ÂÅÚ ÎÅ�Ï-Ä×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË, Ô. Å. ÔÁËÉÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÉËÌÙÄÌÉÎÙ 2. úÎÁË ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÒÁ×ÅÎ (−1)v=2. þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁËÉÄÌÑ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ, Ô. Å. ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á {1; : : : ; v} ÎÁ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ �ÁÒÙ (× ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ËÁËÁÑ ÉÚ×ÅÒÛÉÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÊ). ðÅÒÅÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ:�((p1; p2); : : : ; (pv−1; pv)) = ((�(p1); �(p2)); : : : ; (�(pv−1); �(pv))): (4)ðÕÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ � �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ× ÓÅÂÑ. �ÏÇÄÁ � ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÍÅÎÑÀÝÉÈ ÍÅÓÔÁÍÉ�ÅÒ×ÙÅ É ×ÔÏÒÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. þÅÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÏÄÉÎÁËÏ×Á, ÔÁË ËÁË ÏÎÉÒÁÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÉËÌÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ � ÞÅÔÎÁ.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÅÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÏÄÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-×ÁÎÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × ÄÒÕÇÏÅ, ÏÄÉÎÁËÏ×Á: ÅÓÌÉ �, � | Ä×Å ÔÁËÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ,ÔÏ ��−1 �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÉÓÈÏÄÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ × ÓÅÂÑ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÚÎÁËÏ×, ËÏÒ-ÒÅËÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ä×Á ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁËÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ�ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÄÒÕÇÏÅ ÞÅÔÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ; ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ �ÅÒÅ×Ï-ÄÉÔÓÑ × ÄÒÕÇÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ.íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÌÉÛØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ× Ä×ÕÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁ-ÎÉÊ. åÓÌÉ ÎÕÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁËÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ É �ÒÉ�ÉÓÁÔØ ÅÍÕ ÚÎÁË �+�. ïÂÙÞÎÏ �ÏÌÁÇÁÀÔ,ÞÔÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ (1; 2)(3; 4) : : : ((v − 1); v) ÉÍÅÅÔ ÚÎÁË �+�.
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1 2 3 4 5 6òÉÓ. 2. ðÒÉÍÅÒ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÒÁÚÎÏÇÏ ÚÎÁËÁþÔÏÂÙ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ ÚÎÁËÉ (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ) �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍ, ÚÁÄÁÄÉÍ ÏÒÉ-ÅÎÔÁ�ÉÀ ÎÁ �ÁÒÁÈ ÞÉÓÅÌ, Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÞÉÓÅÌ ÕËÁÖÅÍ, ËÁËÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÙÍ × ÜÔÏÊ �ÁÒÅ. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÍÕ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÀ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ �ÁÒÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ É Ä×Á �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ p; q. ÷ÏÚØÍÅÍ v ÔÏÞÅË É ÚÁ-ÎÕÍÅÒÕÅÍ ÉÈ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; : : : ; v. ðÁÒÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ p, ÓÏÅÄÉÎÉÍÔÏÎËÉÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ, Á �ÁÒÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × q, | ÖÉÒÎÙÍÉ. îÁÒÉÓÕÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ:�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÔÒÅÌËÉ, ×ÅÄÕÝÉÅ ÏÔ �ÅÒ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × �ÁÒÅ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ (ÓÍ. �ÒÉÍÅÒÎÁ ÒÉÓ. 2). éÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÙÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÌÉÎÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁÂÏÒ�ÉËÌÏ× ÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.ðÕÓÔØ a| ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �Ï �ÉËÌÕ, Á b| ÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÔÉ×. äÌÑ �ÉËÌÏ× ÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÞÅÔÎÏÓÔØ a É b ÏÄÉÎÁËÏ×Á. þÉÓÌÏ(−1)1+b ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÎÁËÏÍ �ÉËÌÁ F É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ s(F ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁË �ÉËÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÉËÌÏ× ÞÅÔ-ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. äÌÑ �ÉËÌÏ× ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ s(F ) = (−1)1+b = (−1)a É ÚÎÁË �ÉËÌÁÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÂÈÏÄÁ �ÉËÌÁ.ìÅÍÍÁ 2. úÎÁËÉ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ× �ÉË-ÌÏ×, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÜÔÉÍÉ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÕÞÉÍ ÏÄÎÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ × Ä×Á �ÒÉÅÍÁ.÷ÎÁÞÁÌÅ �ÒÉÍÅÎÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ, ÓÄ×ÉÇÁÀÝÕÀ ÞÉÓÌÁ ×ÄÏÌØ �ÉËÌÏ×, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ-ÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍÉ. þÅÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Á �ÉËÌÏ×. �Å�ÅÒØ ÓÏÇÌÁÓÕÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ ÞÉ-ÓÅÌ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × �ÁÒÙ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ. þÅÔÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÒÅÂÕÅÍÙÈÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �Ï �ÉËÌÁÍ.éÔÁË, ÞÅÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ ÏÄÎÏ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ) �ÁÒÏ-ÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × ÄÒÕÇÏÅ, ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÉËÌÏ× É ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Á ÒÅÂÅÒ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �Ï �ÉËÌÁÍ. îÏ ÜÔÏ É ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ×�ÉËÌÏ×. 2. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ É �ÆÁÆÆÉÁÎåÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ É �ÆÁÆÆÉÁÎÁ ÄÁÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄). íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÚÄÅÓØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ.



ðÆÁÆÆÉÁÎÙ ÉÌÉ ÉÓËÕÓÓÔ×Ï ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÔØ ÚÎÁËÉ. . . 133òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ A ÒÁÚÍÅÒÁ v × v, × j-Ê ÓÔÒÏËÅ É k-Í ÓÔÏÌÂ�Å ËÏÔÏÒÏÊÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ajk . ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ A �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÅÎdetA = ∑�∈Sv sgn(�)A(�); ÇÄÅ A(�) = v∏k=1 ak;�(k): (5)÷ ÆÏÒÍÕÌÕ (5) ×ÈÏÄÉÔ v! ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ïÄÎÁËÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÔÁË ÍÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÉÓ-ËÌÀÞÅÎÉÑ çÁÕÓÓÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ (v × v)-ÍÁÔÒÉ�Ù ÚÁO(v3) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.äÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ v ÞÅÔÎÙÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ A ÒÁÚÍÅ-ÒÁ v × v, Ô. Å. ÍÁÔÒÉ�Õ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ aj;k = −ak;j . îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ× ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å �ÚÎÁËÉ� É �ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ�. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏÔÁË. ÷×ÅÄÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ a(jk), ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ �ÁÒÙ ÉÎÄÅËÓÏ×, ÉÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ. ðÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ �ÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ": "jk = 1, ÅÓÌÉ × �ÁÒÅ (j; k) �ÅÒ×ÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ j; "jk = −1, ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÏÊÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ k; �Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ: "kk = 0.�Å�ÅÒØ �ÏÌÁÇÁÅÍ aj;k = a(jk)"jk .ðÆÁÆÆÉÁÎ A ÒÁ×ÅÎ Pf(A) = ∑p∈Pv "(p) ~A(p); (6)ÇÄÅ ~A(p) | �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ a(jk) �Ï ×ÓÅÍ �ÁÒÁÍ (jk), ×ÈÏÄÑÝÉÍ × �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ p,Á "(p) | ÚÎÁË �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ p ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ".éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: detA = (Pf A)2: (7)éÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÆÁÆÆÉÁÎÁ ÎÅ ÓÌÏÖÎÅÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉ-ÔÅÌÑ.2)æÏÒÍÕÌÕ (7) �ÒÏÝÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ��Ï-ÎÁÕÞÎÏÍÕ�, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÂÏÌÅÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ É �ÆÁÆÆÉÁÎÁ. ïÄÎÁËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï× ÓÔÉÌÅ �ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ É �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÏÄÏÂÎÙÅ�, ÈÏÔÑ É ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÅ, ÔÁËÖÅ×ÅÓØÍÁ �ÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ. åÇÏ ÉÄÅÑ (×ÚÑÔÁÑ ÉÚ [6℄) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Ó�ÉËÌÁÍÉ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÄÁÀÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ × Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊÍÁÔÒÉ�Ù, Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Ó �ÉËÌÁÍÉ ÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔ-ÓÑ Ó �ÁÒÁÍÉ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁËÉ ÓÏÇÌÁÓÕÀÔÓÑ.òÁÚÂÅÒÅÍ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ. óÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ (5), �Ï ËÏÔÏÒÏÊ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù:A: ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ (Ô. Å. �ÉËÌ ÄÌÉÎÙ 1);B: ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ �ÉËÌ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ;C: ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ �ÉËÌÏ× ÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.2)íÏÖÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, É �ÆÁÆÆÉÁÎ, ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ, ÎÏ ÄÁÖÅ É Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÅÌÅÎÉÑ. óÍ. [8℄.



134 í. î. ÷ÑÌÙÊúÁ�ÉÛÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÞÅÒÅÚ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ É ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ a(jk). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïsgn(�)A(�) =∏F s(F )A(F ); (8)ÇÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï �ÉËÌÁÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �, Á A(F ) | �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ a(jk) ×ÄÏÌØ �ÉËÌÁ F .óÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÚ ÇÒÕ��Ù A ÒÁ×ÎÙ 0, ÔÁË ËÁË ajj = −ajj = 0 �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.óÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÚ ÇÒÕ��Ù B ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÁÒÙ Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÈ ÏÂÝÉÊ ×ËÌÁÄ × Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 0. þÔÏÂÙ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁËÏÅÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ �ÁÒÙ, ×ÙÄÅÌÉÍ × �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ �ÉËÌ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × �ÉËÌÙ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÏÔ�ÉËÌ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÎÅÞÅÔÎÙÍ. éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÂÈÏÄÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÅ-ÞÅÔÎÏÇÏ �ÉËÌÁ ÚÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÁ �ÁÒÙ. ÷ ÓÉÌÕ (8) ÜÔÉÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÍÅÀÔ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.�Å�ÅÒØ �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÉÚ ÇÒÕ��Ù C. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ �ÉËÌÏ× ÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ �ÁÒÙ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. ãÉËÌÕ(a1 : : : a2k) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ (a1; a2); (a3; a4); : : : , (a2k−1; a2k) É (a2; a3),(a4; a5); : : : ; (a2k; a1). ëÁË ÉÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ? âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a1 | ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a1; : : : ; a2k, Á �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÅ ×ÈÏÄÉÔ (a1; a2), | �ÅÒ×ÏÅ.üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍÏ Ë �ÉËÌÕ ÄÌÉÎÙ 2, ÎÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÓÏ×�ÁÄÁÀÔ É �ÏÔÏÍÕ ÉÈ �ÏÒÑÄÏË ÎÅ×ÁÖÅÎ.éÔÁË, ÍÙ ÓÏËÒÁÔÉÌÉ ÞÁÓÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7), Á ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (7)(ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, �ÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË). ï�ÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉ-ÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ a(jk),�ÒÉÞÅÍ × ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. á ÚÎÁËÉ Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÎÁËÁ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ É × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (8).3. ðÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ × �ÌÏÓËÏÍ ÇÒÁÆÅðÏ�ÒÏÂÕÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × ÇÒÁÆÅ, ÉÓ-�ÏÌØÚÕÑ �ÆÁÆÆÉÁÎ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ ÅÇÏÒ£ÂÒÁ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÇÒÁÆÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ:Aj;k = ±1, ÅÓÌÉ �ÁÒÁ (jk) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ ÇÒÁÆÁ (ÚÎÁË Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁ-�ÉÅÊ); Aj;k = 0, ÅÓÌÉ �ÁÒÁ (jk) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ ÇÒÁÆÁ. ðÆÁÆÆÉÁÎ ÔÁËÏÊÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁËÏ× ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÇÒÁÆÁ.çÒÁÆ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÆÁÆÆÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ, ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁËÉ ×ÓÅÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÒÁ×ÎÙ. (�ÁËÕÀ ÏÒÉ-ÅÎÔÁ�ÉÀ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÆÁÆÆÏ×ÏÊ.) ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅ-ÔÁÎÉÊ × �ÆÁÆÆÏ×ÏÍ ÇÒÁÆÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ Ó �ÆÁÆÆÉÁÎÏÍ(Ô. Å. Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÍÅÖ-ÎÏÓÔÉ.



ðÆÁÆÆÉÁÎÙ ÉÌÉ ÉÓËÕÓÓÔ×Ï ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÔØ ÚÎÁËÉ. . . 135÷ÁÖÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ �ÆÁÆÆÏ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ×, Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ É ÎÁÞÁÌÁÓØ ×ÓÑÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÌÁÎÁÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙ.3) ðÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÉÎÉÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ÅÇÏ Ò£ÂÒÁ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ(ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÏÎ�Ï×). óÁÍÕ ËÁÒÔÉÎËÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÕÀ ÇÒÁÆÕËÁÚÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÌÏÓËÉÍ ÇÒÁÆÏÍ. çÒÁÎØ �ÌÏÓËÏÇÏÇÒÁÆÁ | ÜÔÏ �ÉËÌ, ×ÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑÇÒÁÎØ | ÜÔÏ �ÉËÌ, ×ÎÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÆÁÆÆÏ×ÙÍ.ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 1, ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ Õ�ÒÏÝÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÞÁ-ÎÉÊ É ÄÏËÁÖÅÍ Ä×Å ÌÅÍÍÙ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ× �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÁÍÉ �ÉË-ÌÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ Ó×ÑÚÎÙÅ �ÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ ÂÅÚ ÍÏÓÔÏ×.(íÏÓÔ | ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ �ÉËÌÁ. ïÒÉ-ÅÎÔÁ�ÉÉ ÍÏÓÔÏ× ÎÅ ×ÌÉÑÀÔ ÎÁ ÚÎÁËÉ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ.) åÓÌÉ × �ÌÏÓËÏÍ Ó×ÑÚÎÏÍÇÒÁÆÅ ÎÅÔ ÍÏÓÔÏ×, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÅÇÏ ÒÅÂÒÏ ÓÍÅÖÎÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ó Ä×ÕÍÑ ÇÒÁÎÑÍÉ(ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ).ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÌÏÓËÏÍ Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÂÅÚ ÍÏÓÔÏ× n×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ (ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÁÎÉ). �ÏÇÄÁ ÚÎÁË ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÚÎÁËÏ× ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ (−1)n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂÈÏÄÁ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.ëÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÅÅ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÒÁÎØ, ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ �ÒÉ ÏÂÈÏÄÁÈ ÓÍÅÖÎÙÈ Ó ÎÉÍ ÇÒÁÎÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ËÌÁÄ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ ÏÔ ÔÁËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁ×ÅÎ −1. ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ m ÒÅÂÅÒ ÎÁÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, k ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÒÅÂÅÒ É f ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ.ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ× ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁ×ÎÏ (−1)k+fa, ÇÄÅ a| �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ ÒÅÂÅÒ ×ÄÏÌØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÁÎÉ. úÎÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÒÁ×ÅÎ −a.ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ üÊÌÅÒÁ (n+m)− (m+ k) + (f + 1) = 2;�ÏÜÔÏÍÕ
−a = (−1)n−k+fa = (−1)n(−1)k+fa; (9)ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.ìÅÍÍÁ 4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ �ÌÏÓËÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÍÏÓÔÏ× ÉÓ ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁËÉ ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁ×ÎÙ +1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÍÍÕ �ÒÏÝÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÇÒÁ-ÆÕ. îÁ�ÏÍÎÉÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁ-ÆÁ ÌÅÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ×ÅÒÛÉÎÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏÇÒÁÆÁ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ ÒÅÂÒÏ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÍÅÖ-ÎÏ ÏÂÅÉÍ ÇÒÁÎÑÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ (Á ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÅÂÒÁÎÅÔ, ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÓÏÅÄÉÎÑÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÅÂÒÏÍ).3)ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ×�ÅÒ×ÙÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ É ÄÏËÁÚÁÌ ð. ëÁÓÔÅÌÅÊÎ [5℄.



136 í. î. ÷ÑÌÙÊðÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ:�ÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �Ï×ÏÒÏÔ ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏ-ÇÏ ÇÒÁÆÁ Ë ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊÓÔÒÅÌËÉ.

òÉÓ. 3.
ðÏÓÍÏÔÒÅ× ÎÁ ÒÉÓ. 3, ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÇÒÁ-ÆÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË: × Ó×ÑÚÎÏÍ �ÌÏÓËÏÍ ÇÒÁÆÅ, ÉÍÅÀÝÅÍ ÞÅÔÎÏÅÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ Ò£ÂÒÁ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×Ù-ÈÏÄÉÌÏ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ.÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÎÅÊ|ÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ üÊÌÅÒÁ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ×ÅÒÛÉÎ É ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ðÕÓÔØ v0; v1 |ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÈÏÄÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÔ-ÎÏÅ ÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ. �ÏÇÄÁ v0 + v1 = e = v1(mod 2), Ô. Å. v0 | ÞÅÔÎÏ. òÁÚÏÂØÅÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ×ÙÈÏÄÉÔ ÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ, ÎÁ �ÁÒÙ É ÓÏÅÄÉÎÉÍËÁÖÄÕÀ �ÁÒÕ �ÕÔÅÍ × ÇÒÁÆÅ. ðÏÍÅÎÑÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÒÅÂÅÒ×ÄÏÌØ ×ÓÅÈ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ �ÕÔÅÊ. þÅÔÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÙÈÏ-ÄÑÝÉÈ ÒÅÂÅÒ × �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÎÑÅÔÓÑÕ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ), Á ËÏÎ�Å×ÙÈ | ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÏÒÉÅÎ-ÔÁ�ÉÀ.ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁËÉ ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÎÁÚÏ-×ÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ. ìÅÍÍÁ 4 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉÄÌÑ �ÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. íÙ ÚÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÅÓÌÉ ÄÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ �ÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÆÁÆÆÏ×ÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÍ ÌÅÍÍÕ 3.éÔÁË, �ÕÓÔØ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ × �ÌÏÓËÏÍ Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÉËÌÙF1, . . . , Fm. ÷ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ �ÉËÌÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ(ÏÎÉ ×ÅÄØ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ �ÁÒÙ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ), �ÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3 ÚÎÁËÉ ÜÔÉÈ�ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.4. ðÏÄÓÞÅÔ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÏÄÓÞÅÔÁ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÒÉ-ÅÎÔÁ�ÉÀ (ÏÎÁ, ËÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÆÁÆÆÏ×ÏÊ). îÁ ÒÉÓ. 4 ÕËÁÚÁÎÁ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ.�Å�ÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÁmn ×mn, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÉ ÉÚ×ÌÅÞØ ÉÚ ÎÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÄÁÓÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �Á-ÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ.íÎÏÇÏÞÌÅÎ det(�I−A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉ-�Ù A. åÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÕ ÍÁÔÒÉ�Ù n, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ n ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ
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òÉÓ. 4.ËÏÒÎÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ). ëÏÒÎÉ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A. éÚÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÉÅÔÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ | ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈÞÉÓÅÌ.ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ m × n, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÍÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ ÎÁ ÒÉÓ. 4, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Am;n. åÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÙ ÂÕ-ÄÅÍ ×ÙÒÁÖÁÔØ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ m-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÄÅÌÅÎ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; em, Én-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÄÅÌÅÎ ÂÁÚÉÓ f1; : : : ; fn. ðÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉ-ÔÅÌØ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÔÒÏËÁÍ ÒÅÛÅÔËÉ, Á ×ÔÏÒÏÊ | ÓÔÏÌÂ�ÁÍ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØAm;n ËÁË ÍÁÔÒÉ�Õ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × ÂÁÚÉÓÅ ej ⊗ fk. ó×ÅÒÉ×ÛÉÓØ Ó ÒÉÓ. 4,ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁËAm;n : ej ⊗ fk 7→ Hmej ⊗ fk + (−1)jej ⊗Hnfk; (10)ÇÄÅ Hd = −A1;d, Ô. Å. Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÁÔÒÉ�Å d-�Å�ÏÞËÉ, ÓÍ. ÒÉÓ. 5.ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ej 7→ (−1)jej , 1 6 j 6 d, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pd.òÉÓ. 5.éÚ (10) É ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Am;n ÎÁ ÒÁÚ-ÌÏÖÉÍÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ (�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÍ × ×ÉÄÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×):Am;n : x⊗ y 7→ Hmx⊗ y + Pnx⊗Hny: (11)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ P 2d = I (ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ), Á PdHd+HdPd = 0, ÔÁË ËÁË HÍÅÎÑÅÔ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÉÎÄÅËÓÁ Õ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ej . ðÏÜÔÏÍÕA2m;n : x⊗ y 7→ H2mx⊗ y + x⊗H2ny: (12)ï�ÅÒÁÔÏÒ H2n | ÜÒÍÉÔÏ×, ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �2n;k. åÓÌÉ yk |ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ H2n Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �2n;k, ÔÏA2m;n : x⊗ yk 7→ (H2m + �2n;kI)x⊗ yk: (13)éÚ (13) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ A2m;n ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ xj ⊗ yk, ÇÄÅ yk |ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ H2n Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �2n;k , Á xj | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ



138 í. î. ÷ÑÌÙÊH2m Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �2m;j . óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A2m;n ÒÁ×ÎÙ�2m;j + �2n;k; 1 6 j 6 m; 1 6 k 6 n: (14)ÞÔÏ ÕÖÅ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (1). ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù Am;n ÒÁ×ÅÎ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ. éÚ×ÌÅÞÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏËÏÒÎÑ ÄÅÌÁÅÔ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁËÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �ÆÁÆÆÉÁÎÁ).ïÓÔÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Hn. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÏÊ �Å-�ÏÞËÉ Cn(�) = ∣∣∣∣∣∣∣∣

� −1 0 : : :1 � −1 0 : : :0 1 � −1 0 : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :∣∣∣∣∣∣∣∣ n ÓÔÒÏË. (15)òÁÚÌÏÖÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ �Ï �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ, Á ÚÁÔÅÍ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ. ðÏ-ÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:Cn(�) = �Cn−1(�) + Cn−2(�): (16)îÁÞÁÌÏ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ:C1(�) = �; C2(�) = ∣∣∣∣� −11 � ∣∣∣∣ = �2 + 1: (17)ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅ-ÂÙÛ£×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍUn(
os') = sinn'sin' ; (18)ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÓÔÉUn(x) = 2xUn−1(x) − Un−2(x); U1(x) = 1; U2(x) = 2x: (19)äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Cn(�) = inUn+1(− i�2 ): (20)÷ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ �ÏÌÁÇÁÅÍ −i� = 2x. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× É �ÏÉÎÄÕË�ÉÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ:C1(�) = � = i2x = iU2(x);C2(�) = �2 + 1 = −
((−i�)2 − 1) = i2(4x2 − 1) = i2U3(x);Cn(�) = �Cn−1(�) + Cn−2(�) == in(− i�Un(x)− Un−1(x)) = inUn+1(x):ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ þÅÂÙÛ£×Á Un+1(x) ÒÁ×ÎÙ 
os k�n+ 1 , k = 1; : : : ; n. ðÏÜÔÏÍÕËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Cn(�) ÒÁ×ÎÙ�k = 2i 
os k�n+ 1 ; k = 1; : : : ; n: (21)



ðÆÁÆÆÉÁÎÙ ÉÌÉ ÉÓËÕÓÓÔ×Ï ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÔØ ÚÎÁËÉ. . . 139ïÂßÅÄÉÎÑÑ (14) É (21), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A2m;n:
−4( 
os2 �jm+ 1 + 
os2 �kn+ 1); 1 6 j 6 m; 1 6 k 6 n: (22)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ (1).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ÷ÎÉÍÁÔÅÌØÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÏÂÒÁÔÉÌ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔØ× �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÒÁÚÅ. æÏÒÍÕÌÁ (1) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ, ÏÎÁ ÄÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀÆÕÎË�ÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈÄÏÍÉÎÏ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÒÁÓ-ÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ. îÕÖÎÏ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ ÒÅÂÒÁÍ ×ÅÓ v, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ |×ÅÓ h, Á ×ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Am;n ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ~Am;n, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ: ~Am;n : ej ⊗ fk 7→ vHmej ⊗ fk + (−1)jej ⊗ hHnfk: (23)äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ~A2m;n ÒÁ×ÎÙv2�2m;j + h2�2n;k: (24)5. åÝÅ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ: Á�ÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÄÓÞÅÔÁ ÞÉÓÌÁ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × �ÌÏÓËÏÍ ÇÒÁÆÅ ÁË-ÔÉ×ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ. úÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÙÊ ÞÉ-ÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÕÚÎÁÔØ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ × ÓÔÁÔØÑÈ [4, 6, 7℄, ÔÁÍ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÂÏÌÅÅ�ÏÄÒÏÂÎÕÀ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÀ.íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ×ÓÅÇÏ ÏÄÎÉÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ: �ÏÄÓÞÅÔÏÍ ÞÉÓÌÁÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ Á�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6Á). üÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁÏÔÄÅÌØÎÁÑ ÓÔÁÔØÑ [4℄ × ÜÔÏÍ ÓÂÏÒÎÉËÅ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅÒÅÛÅÎÉÅ × [4℄ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÎÉÖÅ (ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ×ÚÑÔÏ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ ç. ëÕ�ÅÒÂÅÒÇÁ [7℄).á�ÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ 4-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 6Á). õ ÄÉÁÍÁÎÔÁ n-ÇÏ�ÏÒÑÄËÁ �Ï 2n ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ× ËÌÅÔÏË, Á ×ÓÅÇÏ ËÌÅÔÏË2n(n + 1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÄÏÓËÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ ÓÏÓÅÄÓÔ×ÁËÌÅÔÏË. üÔÏ ÔÏÖÅ �ÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ, �ÏÜÔÏÍÕ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ �ÆÁÆÆÏ×Ù ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ.äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁÒÉÓ. 6Â). ÷ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÓËÒÁÓÉÍ × ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ × ÞÅÒÎÙÊÉ ÂÅÌÙÊ �×ÅÔ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ Ò£ÂÒÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, Á ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ | ÏÔ ÞÅÒÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ë ÂÅÌÏÊ. ðÆÁÆÆÏ×ÏÓÔØÔÁËÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÌÅÇËÏ: Õ ËÁÖÄÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ ÅÓÔØ �ÁÒÁ ÓÏÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ É �ÁÒÁ �ÒÏÔÉ×ÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈÓÔÏÒÏÎ.íÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÅÝÅ É ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÒÁÓËÒÁÓËÁ | �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ, Ô. Å. Ò£ÂÒÁ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ
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Á) Â)òÉÓ. 6.×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏÇÒÁÆÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ A =  0 M
−M 0 

 ; (25)ÚÄÅÓØ �ÅÒ×ÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÞÅÒÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ, Á ×ÔÏÒÁÑ |ÂÅÌÙÍ. îÅÓÌÏÖÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ detA = (detM)2 = (Pf A)2. ðÏÜÔÏ-ÍÕ ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ | detM |.ïÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù M ÒÁ×ÎÙ ±1. òÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÎÁËÏ× ÉÚÏ-ÂÒÁÖÁÅÔ ÒÉÓ. 7Á), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ +1 ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ Ó�ÌÏÛÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ, Á −1 |ÛÔÒÉÈÏ×ÙÍÉ.M | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÂÁÚÉÓËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎ ÂÅÌÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÂÁÚÉÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎ-ÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎ ÞÅÒÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. ëÁË ×ÉÄÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 7Á), É ÔÅ, É ÄÒÕÇÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁÚÍÅÒÏ× (n + 1)× n É n × (n + 1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

Á) Â)òÉÓ. 7.



ðÆÁÆÆÉÁÎÙ ÉÌÉ ÉÓËÕÓÓÔ×Ï ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÔØ ÚÎÁËÉ. . . 141ÞÅÒÅÚ V n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {e0; : : : ; en−1}, Á ÞÅÒÅÚ V n+1 | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÂÁÚÉÓÏÍ {e0; : : : ; en}. éÚ ÂÅÌÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ×ÙÈÏÄÑÔ Ò£ÂÒÁ × ÞÅÔÙÒÅÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ.åÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ V n+1 ⊗ V n × V n ⊗ V n+1, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�É-ÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÕÍÍÙ, ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÍÒÅÂÒÁÍ: M = −L⊗ LT + L⊗RT +R⊗RT +R⊗ LT : (26)úÄÅÓØ L, R | ÍÁÔÒÉ�Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ:Len = 0, Lej = ej �ÒÉ 0 6 j 6 n − 1, Re0 = 0, Rej = ej−1 �ÒÉ 1 6 j 6 n; Á XTÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÜÔÉÈÍÁÔÒÉ�. õÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Õ�ÒÏÓÔÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ-ÌÑM . üÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× B(n),ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙB(n)jk = (jk) (0 6 j; k < n); (jk) = 0 �ÒÉ j < k: (27)íÁÔÒÉ�Ù B(n) | ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ Ó ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, �ÏÜÔÏ-ÍÕ ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÒÁ×ÎÙ 1.òÁ×ÅÎÓÔ×ÁB(n)L = LB(n+ 1); Ô. Å. B(n)LB(n+ 1)−1 = L;B(n)R+ LB(n+ 1) = RB(n+ 1); Ô. Å. B(n)RB(n+ 1)−1 = R− L;�ÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÔÏÖ-ÄÅÓÔ×Á ÄÌÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×
( jk − 1)+(jk) = (j + 1k ):ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

(B(n)⊗ (B(n+ 1)−1)T )M(B(n+ 1)−1 ⊗B(n)T ) == −L⊗ LT + L⊗ (R− L)T + (R− L)⊗ (R − L)T + (R − L)⊗ LT == R⊗RT − 2L⊗ LT : (28)óÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÁÔÒÉ�Ù R ⊗ RT − 2L ⊗ LT ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÒÉÓ. 7Â), ÇÄÅ +1ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÏÄÉÎÁÒÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ, Á −2 | Ä×ÏÊÎÙÍÉ. ÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÓ-�ÁÌÁÓØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÌÏËÏ×. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÚÁÄÁÀÔÓÑÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ. îÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÂÌÏËÁ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÏ-×ÉÎÙ ÓÔÏÑÔ +1, Á ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÂÌÏËÁ ÉÚ ÎÉÖÎÅÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÓÔÏÑÔ −2.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÂÌÏËÏ×. ïËÏÎÞÁÔÅÌØ-ÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ:
| detM | = 21 + 22 + · · ·+ 2n = 2n(n+1)=2: (29)üÔÏ É ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Á�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ.
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òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏë. ð. ëÏÈÁÓØ∗íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÁËÔÏ× Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ËÌÅÔÞÁÔÙÈ ÆÉÇÕÒ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÉÄÁÄÉÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÆÁËÔÏ×. âÏÌØÛÅ ×ÓÅÇÏ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕ-ÀÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× É Á�ÔÅËÓËÉÈ ÄÉÁÍÁÎÔÏ×.á�ÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n | ÜÔÏ �ËÌÅÔÞÁÔÙÊ ÒÏÍÂÉË� ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ n. îÁ ÒÉ-ÓÕÎËÅ ÎÉÖÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ Á�ÔÅËÓËÉÅ ÄÉÁÍÁÎÔÙ ÒÁÎÇÁ 1, 2 É 3. á�ÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔÒÁÎÇÁ 4 ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÒÉÓ. 6Á, Ó. 140.

ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ �ÉËÔÏÇÒÁÍ-ÍÏÊ ÄÁÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, Ó ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �#� �ÅÒÅÄ ÎÅÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, # = 2.óÔÁÔØÑ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ XVI ìÅÔÎÅÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ ÔÕÒÎÉÒÁÇÏÒÏÄÏ×, ÇÄÅ Á×ÔÏÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ ËÌÅÔÞÁÔÙÈ ÆÉÇÕÒ ÎÁ ÄÏ-ÍÉÎÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ó. âÅÒÌÏ×ÙÍ, é. âÏÇÄÁÎÏ×ÙÍ É ë. ëÕÀÍÖÉÑÎ, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎ ÏÞÅÎØÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÚÁ ÄÒÕÖÅÓËÉÅ ÓÏ×ÅÔÙ É �ÅÎÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.1. �ÅÏÒÉÑ ÄÅÔÁÌÅÊï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ n-ÄÅÔÁÌØÀ Ë×ÁÄÒÁÔ n×n, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ, ×ÙÒÅÚÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÌÅÔËÉ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÉÌÉ �ÒÁ×ÏÇÏ ËÒÁÑ. ðÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍÓÔÒÏËÉ n-ÄÅÔÁÌÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2, . . . , n ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ, Á ÓÔÏÌÂ�Ù | ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï.ëÌÅÔËÕ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÁÒÏÊ ÎÏÍÅÒÏ× ÅÅ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂ�Á. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØn-ÄÅÔÁÌØ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÚ �ÁÒÙ ËÌÅÔÏË (n; i) É (i; n) �ÒÉ i < n ×ÙÒÅÚÁÎÁ ÒÏ×ÎÏÏÄÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ×ÙÒÅÚÁÎÁ ËÌÅÔËÁ (n; n).îÁ ÒÉÓÕÎËÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ 9-ÄÅÔÁÌØ É �ÒÁ-×ÉÌØÎÁÑ 8-ÄÅÔÁÌØ.
∗ðÏÄÄÅÒÖÁÎÏ ÇÒÁÎÔÏÍ îû-2251.2003.1íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(143{163)



144 ë. ð. ëÏÈÁÓØëÌÅÔËÉ �ÒÁ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ n × n ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÁÅÍËÏÊ.÷ÓÅ ËÌÅÔËÉ ËÁÅÍËÉ, ËÒÏÍÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÏÊ),ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÁÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ n-ÄÅÔÁÌÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÅÞÅÔÎÏ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÅÔÁÌØ | �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï n. âÁÚÁ n = 2 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ �ÅÒÅÈÏÄ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ (n+ 1)-ÄÅÔÁÌØ D. ÷ÙÒÅÖÅÍ ÉÚ ÎÅÅ ÄÏÍÉÎÏ-ÛËÉ, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÅ ËÌÅÔËÉ ËÁÅÍËÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ n-ÄÅÔÁÌØ, ËÏÔÏÒÁÑÂÕÄÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ×ÙÒÅÚÁÎÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ-ÛÅË ÓÏÄÅÒÖÁÌÁ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ËÁÅÍËÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÏËÒÙÔØËÌÅÔËÉ ËÁÅÍËÉ ÄÅÔÁÌÉ D ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ. éÔÁË, ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ Ó�ÏÓÏ-ÂÏ× �ÏËÒÙÔÉÑ ËÁÅÍËÉ ÄÅÔÁÌÉ D ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ Ó�ÏÓÏÂ �ÒÉ×ÏÄÉÔ(�ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄÏÍÉÎÏÛÅË) Ë �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ n-ÄÅÔÁÌÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ó�ÏÓÏ-ÂÙ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ n-ÄÅÔÁÌÑÍ. ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ,ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ (n + 1)-ÄÅÔÁÌØ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÎÅÞÅÔÎÏ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ D | ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ (n + 1)-ÄÅÔÁÌØ. éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-ÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ (n+ 1)-ÄÅÔÁÌÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÅÞÅÔÎÏ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÅÍËÉ, ÉÚ ÎÅÅÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ (n + 1)-ÄÅÔÁÌÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÅÍËÉ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÄÅÔÁÌÉD. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅ ÉÈ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÉÚ ÄÅÔÁÌÉ D �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ. �ÏÇÄÁ, ÔÁË ËÁË�ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÄÅÔÁÌØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ËÌÅÔÏË, ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ËÁÅÍËÁ ÄÅÔÁÌÉ D ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÌÅÔËÉ,ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ×ÓÅÍ ×ÙÒÅÚÁÎÎÙÍ ÉÚ ÎÅÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÅ-ÚÁÔØ ÉÚ ËÁÅÍËÉ D ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ×ÙÒÅÚÁÎÎÙÍ × �ÅÒ×ÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ,É �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÄÅÔÁÌØ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÒÅÚÁÑ ÉÚ ËÁÅÍËÉ ÎÅ-�ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÄÅÔÁÌÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈÄÅÔÁÌÅÊ. úÎÁÞÉÔ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ (n+ 1)-ÄÅÔÁÌÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÞÅÔÎÏ. éÎÄÕË�ÉÏÎÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ ÄÏËÁÚÁÎ. �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÔÁÌÉ É ËÒÉÔÅÒÉÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÄÅÔÁÌÉ ÎÁ ÄÏÍÉ-ÎÏ ÉÚÏÂÒÅÌ ä. ÷. ëÁÒ�Ï× × 1997 Ç. × ÎÅÏ�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ (ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÅÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÙ × [1℄). åÍÕ ÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÒÉÔÅ-ÒÉÑ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÎÉÖÅ) Ó�ÏÍÏÝØÀ ÄÅÔÁÌÅÊ. óÁÍ ÜÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ, ×ÉÄÉÍÏ, ÓÔÁÌ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÎÅÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ ÒÁ-ÂÏÔÙ ä. ÷. ëÁÒ�Ï×Á, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÎ Õ�ÏÍÉÎÁÅÔÓÑ × [10℄, ËÁË �ÒÏÂÌÅÍÁ, ÏÖÉÄÁÀÝÁÑËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ m×n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÅÞÅÔ-ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ m+ 1 É n+ 1 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ. ðÕÓÔØ m >> n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÉÀ ÓÅÔËÉ | �ÏÓØ�, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÓÅËÁÅÔ ÏÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁË×ÁÄÒÁÔ n×n. õÄÁÌÉÍ ×ÓÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ. �ÏÇÄÁ ÏÓÔÁ×ÛÁ-ÑÓÑ ÞÁÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÁ n × n, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÔÁÌØÀ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ



òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ 145ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÄÅÔÁÌØ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓØ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ÄÏ-ÍÉÎÏÛÅË, ÎÁÛÁ ÄÅÔÁÌØ | ÜÔÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË n× (n− 1), Á ×ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ | ÜÔÏ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË (m− n− 1)× n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÅ. �2. �ÅÏÒÉÑ �ÆÌÉ�Ï×�íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÎÅÓÌÏÖÎÏÊ ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 1 (Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ). ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÉÇÕÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÒÁÇ-ÍÅÎÔ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ× ËÌÅÔÏË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ,�ÒÉÞÅÍ ËÌÅÔËÉ, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÒÅÓÔÉËÁÍÉ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÆÉÇÕÒÅ.
×

××

× . . .. . .�ÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÔÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÞÅÔÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÒÅÄÎÉÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ×. äÏËÁ-ÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ 2 × 2, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ÚÁÍÏÝÅÎÉÑ ÉÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ Ä×Å ËÌÅÔËÉ ÜÔÏÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (�ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ×ÔÁËÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ, ÍÙ ÌÅÇËÏ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ �ÁÒÙ). äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ, ÔÏ, �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ËÌÅÔÏË,ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÄÏÍÉÎÏÛ-ËÁ, ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ËÌÅÔËÕ, ÄÏÌÖÎÁ ÎÁËÒÙ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ ÌÉÂÏ ËÌÅÔËÕÓ�ÒÁ×Á, ÌÉÂÏ ËÌÅÔËÕ ÓÎÉÚÕ. äÏÊÄÑ ÄÏ �ÒÁ×ÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÕÇÌÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÅ. �÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÖÅÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ë×Á-ÄÒÁÔÁ 2n× 2n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÍÅÔÉÍ × ËÁÖÄÏÍ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÓÁÍÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ 2 × 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÈ ËÁË ÒÁÚ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ 2×2, ÞÅÔÎÏ |ÏÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×Ó£ ÔÏÊ ÖÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁ-ËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ �ÁÒÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ, ËÁËÉÍ ÉÚ Ä×ÕÈ Ó�ÏÓÏÂÏ×ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.äÏËÁÖÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ �ÏÌÅÚÎÕÀ ÌÅÍÍÕ.ìÅÍÍÁ 2 (Ï �ÏÌÕÄÉÁÇÏÎÁÌÉ). ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÉÇÕÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÆÒÁÇÍÅÎÔ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ× ËÌÅÔÏË, �ÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉ-ÓÕÎËÅ, �ÒÉÞÅÍ ËÌÅÔËÉ, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÒÅÓÔÉËÁÍÉ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÆÉÇÕÒÅ.



146 ë. ð. ëÏÈÁÓØ
×

×

× . . .. . .
••åÓÌÉ ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÄÏÍÉÎÏÛËÕ, �ÏÍÅÞÅÎÎÕÀ ÖÉÒÎÙÍÉ ËÒÕÖÏÞËÁÍÉ,ÔÏ Õ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÆÉÇÕÒÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÕ ÖÅÞÅÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É Õ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÒÅÄÎÉÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ×. òÁÓ-ÓÕÖÄÁÑ ËÁË É × ÌÅÍÍÅ Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÍÙ ÌÉÂÏ ÎÁÊÄÅÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ 2× 2(ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÔÁËÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑÎÁ �ÁÒÙ), ÌÉÂÏ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÄÏÍÉÎÏÛËÁ × ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ ËÁË ÒÁÚ ÎÁËÒÙ-×ÁÅÔ Ä×Å ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ. �ìÅÍÍÁ 2 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Ó ×ÉÄÕ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÙÊ, ÎÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÍÏÝÎÙÊÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ.ìÅÍÍÁ 3 ([10℄). ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÌÅÔÞÁÔÙÈ ÆÉÇÕÒH1 = , H2 = , H3 = , . . .æÉÇÕÒÁ Hn �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Hn−1 ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÓÌÅ×Á ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ 2×(2n−1). �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÆÉÇÕÒÙ Hn ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍÓ�ÏÓÏÂÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÉÄÕÝÕÀ ÉÚ ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁÆÉÇÕÒÙ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË × ÌÅÍÍÅ Ï �ÏÌÕÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ ÆÉÇÕÒÙ (ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ) ×ÓÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ.

· · · · · · · · ·÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÚÁÍÏÝÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÓÔØ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÁÑ ÆÉÇÕÒÁ Hn−1 É ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. �ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 2 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.÷ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. éÎÄÕË�ÉÑ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍå×ËÌÉÄÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ËÌÅÔÏË, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÕÇÌÁ. ðÏ ÌÅÍ-ÍÅ Ï �ÏÌÕÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÄÏÍÉÎÏÛËÕ.
××

×

· · · · · · · ••



òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ 147�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ËÌÅÔÏË ÓÎÉÚÕ ÏÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔ-ÒÅÎÎÏÇÏ É, �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÅÇÏ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ, ÓÎÏ×Á �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ Ï �ÏÌÕÄÉÁÇÏ-ÎÁÌÉ.
×

×

×

· · · · · ·

••ðÒÏÄÏÌÖÁÑ Ï�ÕÓËÁÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÑ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÕÂÒÁÔØ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÌÅ×ÅÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Ï�ÑÔØ ÍÏÖÎÏ�ÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ Ï �ÏÌÕÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.××
×

· · · · · · · ·ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÁÌØÛÅ, ÍÙ ÕÂÅÒÅÍ ËÌÅÔËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ (ÌÅ-ÖÁÝÉÅ ÌÅ×ÅÅ ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ). äÅÊÓÔ×ÕÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÕÂÅÒÅÍ ×ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ m × n �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÁ(n+1)×n. ïÓÔÁÌÁÓØ ÞÁÓÔØ (m−n−1)×n, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀÉÎÄÕË�ÉÉ. �áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÔÅÏÒÅÍÕ 1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ Ä×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉÇÕÒÙ.äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÌÅÔËÕ A ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÎÅÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ãÅ�ÏÞËÏÊ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ËÌÅÔËÅ A1 = A ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÄÏÍÉÎÏÛÅË D1 = {A1; A2}, E1 = {A2; A3}, D2 = {A3; A4}, E2 = {A4; A5}, . . . ,ÇÄÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ D1, D2, : : : �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÅÒ×ÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ, Á ÄÏÍÉÎÏÛËÉ E1,E2, : : : | ×ÔÏÒÏÍÕ. üÔÁ �Å�ÏÞËÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÔÅÈ�ÏÒ, �ÏËÁ × ÎÅÊ ÓÎÏ×Á ÎÅ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ËÌÅÔËÁ A1.íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �Å�ÏÞËÉ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ �Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÄ×ÕÈ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÆÉÇÕÒ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �Å�ÏÞËÁ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÒ×ÁÔØÓÑ, ËÏÇÄÁÍÙ ×ÙÊÄÅÍ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÉÇÕÒ.äÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÑÍÕÀ Ó ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1,�ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ ËÌÅÔÏË.ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÌÅÖÉÔ 2n ËÌÅÔÏËÆÉÇÕÒÙ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÔÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2n.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÆÉÇÕÒÙ ÌÅÖÉÔ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË,ÔÏ É ×ÓÑ ÆÉÇÕÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË É ÅÅ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁÄÏÍÉÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÆÉÇÕÒÙ ÂÕÄÅÍ × ÄÁÌØÎÅÊ-ÛÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÏ ÏÓØÀ, Á ÏÓÅ×ÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ | �ÒÏÓÔÏ



148 ë. ð. ëÏÈÁÓØÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ. òÁÓËÒÁÓÉÍ ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ �Ï�ÅÒÅÍÅÎÎÏ × ÞÅÒÎÙÊ É ÂÅÌÙÊ �×ÅÔÁ.ðÕÓÔØ A | ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ× Î£Í �ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ� ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÌÅÔËÕ A É �ÒÉ ÜÔÏÍÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÅÍÕ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ, É �ÏÓÔÒÏÉÍ �Ï ÜÔÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ �Å�ÏÞËÕ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ËÌÅÔËÅ A.îÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ, ËÒÏÍÅ ËÌÅÔËÉ A, ÜÔÁ �Å�ÏÞËÁ ÉÍÅÅÔ ÅÝÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕËÌÅÔËÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÏÓÉ, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÁ ËÌÅÔËÁ ÂÅÌÁÑ (× �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÎÁÑ �Å�ÏÞËÁ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ÒÁÚÂÉÔÕÀ ÎÁ ÄÏ-ÍÉÎÏÛËÉ, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ËÁÞÅÓÔ×Å A ×ÚÑÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÞÅÒÎÕÀ ËÌÅÔËÕ ÏÓÉ, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÂÕÄÅÔ�ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ n ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÁÌÅÅ ÔÁË É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ. äÏÍÉÎÏÛËÉ,ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉ.úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÉÚ n ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÅ ÔÒÏÇÁÔØ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏ×ÏÅÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ. �ÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÂÉÔØ ×Ó£ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏ-ÍÉÎÏ ÎÁ ÂÌÏËÉ �Ï 2n ÛÔÕË | ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ×ÏÚØÍÅÍ ×ÓÅ ÅÇÏ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅÄÏÍÉÎÏÛËÉ, Á ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ ÆÉÇÕÒÙ ÚÁÍÏÓÔÉÍ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ nÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÙÂÏÒÏÍ | ÏÔÒÁÖÁÔØ ÅÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ ÉÌÉ ÏÓÔÁ-×ÉÔØ ËÁË ÅÓÔØ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ 2n ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ Ó×ÏÅÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ | ×ÓÅÇÏ 2n ÛÔÕË. �óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÕÔÏÞÎÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, �ÒÉ×ÎÏÓÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ. äÌÑ Á�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁ-ÍÁÎÔÁ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ × [13℄ (ÎÅËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ), Á ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÆÉÇÕÒÙ | × [5℄ (ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÚÄÅÓØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï).ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, É �ÕÓÔØ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÌÅÖÉÔ 2n ËÌÅÔÏË ÆÉ-ÇÕÒÙ. ïÔÍÅÔÉÍ n ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÅÔÏË ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ É �ÏÍÅÓÔÉÍ × ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÉÓÌÁ 0 É 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÄÏ-ÍÉÎÏ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÓÏ ÓÄÅÌÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: × ÎÉÈÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ËÌÅÔËÕ Ó �ÉÆÒÏÊ, ×ÔÏÒÁÑ ËÌÅÔËÁ ÄÏÍÉ-ÎÏÛËÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ �ÒÁ×ÅÅ ÉÌÉ ÎÉÖÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ �ÉÆÒÁ | 0, É ÌÅ×ÅÅ ÉÌÉ ×ÙÛÅ |ÅÓÌÉ 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÎÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ(Ô. Å. ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÀ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ÍÙ ÕÖÅ �ÒÏÄÅÌÁÌÉ × ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ �Ï�ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × ÞÅÒÎÙÊ É ÂÅÌÙÊ �×ÅÔÁ É ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ 0 É 1 ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÅÒÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÕÀ ÞÅÒÎÕÀ ËÌÅÔËÕ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅÊ ÓÔÏÉÔ, ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ 0. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅÓ ÒÁÚÍÅÔËÏÊ. îÁÛÁ ÞÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ-ÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. åÓÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏ×ÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó ÎÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÏÊ | ÔÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ



òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ 149× ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÏÊ ÞÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 1, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÅÒÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ | ÔÏÖÅ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÄÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÁËÉÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ �Ï-ÓÔÒÏÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ. ��Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁ ÄÏ-ÍÉÎÏ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÎÁÞÁÌÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÅËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ (Ó ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÎÁ Ó. 129) (ÓÍ. [8℄). ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï,�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÎÉÖÅ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ì. ðÁÞÔÅÒÕ [10℄.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 2n × 2n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ | ÞÉÓÌÏ×ÉÄÁ 2n(2k + 1)2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÁÚÍÅÔËÏÊ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 5.�ÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ �ÏÄÓÞÅÔÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ,ÚÁËÒÙ×ÁÀÝÉÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ, ÚÁËÒÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ËÌÅÔËÕ ÌÉÂÏ Ó�ÒÁ×Á, ÌÉÂÏÓÎÉÚÕ ÏÔ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ, | ÔÁËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ. ÷ÏÔ �ÒÉÍÅÒÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ × ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÒÁÚÂÉÅÎÉÉ.
××××××××××××××××××××××××××××××××ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ × 2n ÒÁÚÍÅÎØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.åÓÌÉ × ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÒÎÙÈËÌÅÔÏË, ÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁÄ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÌÙÈ ËÌÅÔÏË ÎÁ n ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍÞÅÒÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÅÔËÉÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁËÒÙÔÙ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÊ ÞÁÓÔÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÓÌÅ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ×ÅÓØ Ë×ÁÄÒÁÔ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ | ËÌÅÔËÉ ÏÄÎÏÊÉÚ ÎÉÈ �ÏÍÅÞÅÎÙ ËÒÅÓÔÉËÁÍÉ, ËÌÅÔËÉ ÄÒÕÇÏÊ | ÎÅ �ÏÍÅÞÅÎÙ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈÞÁÓÔÅÊ ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒÁ Hn ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3. é ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÄÕ�É-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ×ÓÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁ×ÎÏ (#Hn)2, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ | 2n(#Hn)2. ïÓÔÁÌÏÓØ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ �Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ 3ÞÉÓÌÏ #Hn ÎÅÞÅÔÎÏ. �3. á�ÔÅËÓËÉÅ ÄÉÁÍÁÎÔÙíÙ ÎÁÞÎÅÍ ÜÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1ÉÚ [9℄), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏÊ �ÒÉÔÑÇÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ É ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÅÔ ÍÙÓÌÉ× ÎÕÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ.ìÅÍÍÁ 6. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2n× 2m É ÆÉ-ÇÕÒ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ Ä×ÕÈ ÉÌÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË, Ó×ÑÚÁ-ÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ



150 ë. ð. ëÏÈÁÓØ# · # = # · # + # · # :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ×ÓÅÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ É ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÅÚ ÕÇÌÏ×. ÷ÏÚØÍÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚÕÇÌÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË É �ÏÓÔÒÏÉÍ �Å�ÏÞËÕ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÜÔÏÊ ËÌÅÔËÅ. üÔÁ �Å�ÏÞËÁ ËÌÅÔÏËÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÏÊ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ, �ÒÉÌÅÇÁÀÝÅÊ Ë ÎÁÞÁÌØ-ÎÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ �Å�ÏÞËÁ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÉÚ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏÕÇÌÁ, ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ × ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÅ É ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó �ÅÒ×ÏÊ�Å�ÏÞËÏÊ. óÄ×ÉÎÕ× ÄÏÍÉÎÏÛËÉ × �ÅÒ×ÏÊ �Å�ÏÞËÅ (× ÏÂÏÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ), ÍÙ �Ï-ÌÕÞÉÍ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÁÒÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÉ�Ï× × �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ×ÓÅÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÅÚ Ä×ÕÈ ×ÅÒÈÎÉÈ ÕÇÌÏ× É ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÎÁ ÄÏÍÉÎÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÅÚ Ä×ÕÈ ÎÉÖÎÉÈ ÕÇÌÏ×. ðÏÓÔÒÏÉÍ �Å�ÏÞËÕ ÄÏÍÉÎÏ-ÛÅË, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ × ÎÉÖÎÅÊ ÌÅ×ÏÊ ÕÇÌÏ×ÕÀ ËÌÅÔËÅ (�ÕÓÔØ ÜÔÁ ËÌÅÔËÁ ÞÅÒÎÏÇÏ�×ÅÔÁ). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ �Å�ÏÞËÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ × �ÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍÕÇÌÕ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ × �ÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ ÔÏÇÄÁ ÄÒÕÇÁÑ �Å�ÏÞËÁ (ÉÚ ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ) ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÎÉÇÄÅ ÚÁ-ËÏÎÞÉÔØÓÑ | �Å�ÏÞËÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ, Á �ÕÔØ Ë �ÒÁ×ÏÍÕ ÎÉÖÎÅÍÕ ÕÇÌÕ�ÏÔÒÅÚÁÎ� �ÅÒ×ÏÊ �Å�ÏÞËÏÊ. �ÁËÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁÛÁ �Å�ÏÞËÁ ËÌÅÔÏË ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ× ÌÅ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ, ÔÏ ÌÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊÕÇÏÌ (ÂÅÌÁÑ ËÌÅÔËÁ) ÂÙÌ ÂÙ ×ÔÏÒÏÊ ËÌÅÔËÏÊ × �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÅ �Å�ÏÞËÉ. îÏ× ÎÁÛÅÊ �Å�ÏÞËÅ ÔÏÌØËÏ Õ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �×ÔÏÒÁÑ� ËÌÅÔËÁ |ÂÅÌÁÑ (Á Õ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �×ÔÏÒÁÑ� ËÌÅÔËÁ | ÞÅÒÎÁÑ). îÏ ÌÅ×ÁÑ×ÅÒÈÎÑÑ ÕÇÌÏ×ÁÑ ËÌÅÔËÁ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÅÒ×ÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ.éÔÁË, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ �Å�ÏÞËÁ ËÌÅÔÏË ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �Å�ÏÞËÁ ËÌÅÔÏË, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÊ ÌÅ×ÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÉ, ÚÁ-ËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ. ðÏÍÅÎÑ× × �ÅÒ×ÏÊ �Å�ÏÞËÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ �ÅÒ×ÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ, É ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ×ÔÏÒÏÍÕ, �ÏÌÕ-ÞÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÏÌÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÅÚ ÞÅÔÙ-ÒÅÈ ÕÇÌÏ×. üÔÏ É ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ. �ìÅÍÍÁ 7. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ Ó×ÑÚÎÁÑ (ÈÏÄÏÍ ÌÁÄØÉ) ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÆÉ-ÇÕÒÁ D. é �ÕÓÔØ �ÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ÅÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÄÒÑÄ)ËÌÅÔËÉ a, b, 
, d, �ÒÉÞÅÍ × ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ËÌÅÔËÉ a É 
 ÞÅÒÎÙÅ, Á ËÌÅÔËÉb É d | ÂÅÌÙÅ. �ÏÇÄÁ#(D)#(D \ {a; b; 
; d}) == #(D \ {a; b})#(D \ {
; d}) + #(D \ {a; d})#(D \ {b; 
}): (1)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Tn ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Á�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n ÎÁÄÏÍÉÎÏ.



òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ 151�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Tn ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÀ Tn+1Tn−1 = 2T 2n : (2)ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Tn = 2n(n+1)=2:ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Á�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ×�ÅÒ×ÙÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ × [6℄ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ. íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4, Ï�ÉÒÁ-ÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÌÅÍÍÕ 7. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ é. âÏÇÄÁÎÏ×Õ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏÍÙ ÄÁÄÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÑ [9℄, É ÅÝÅ ÏÄÎÏ ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÎÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 2 ÎÅ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÀÔÓÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ �ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ� ×ÅÒÓÉÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 2:# · # == # · # + # · # (3)
a b

d 
ðÕÓÔØ ÆÉÇÕÒÁ D ÉÚ ÌÅÍÍÙ 7 | ÜÔÏ Á�ÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔÒÁÎÇÁ n+ 1. ïÔÍÅÔÉÍ × Î£Í ×ÂÌÉÚÉ �×ÅÒÛÉÎ� ËÌÅÔËÉ a,b, 
, d (ÓÍ. ÒÉÓ. Ó�ÒÁ×Á). �ÁËÏÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÌÅÔÏË a, b,
, d ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 7 ÏÔÜÔÉÈ ËÌÅÔÏË (ËÒÏÍÅ �×ÅÔÁ) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ: ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �Å�ÏÞËÉ ÄÏÍÉÎÏ-ÛÅË, ×ÅÄÕÝÅÊ ÉÚ a × 
, �ÒÅ�ÑÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ�Å�ÏÞËÉ, ×ÅÄÕÝÅÊ ÉÚ b × d. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÄÁ-ÌÅÎÉÅ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÂÏÌØ-ÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,
#D \ {a; b} = # a b = #Tn :



152 ë. ð. ëÏÈÁÓØáÎÁÌÏÇÉÞÎÏ #D \ {a; b; 
; d} = #Tn−1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3), ËÏÔÏÒÏÅÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÅÓÔØ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1) ÉÚ ÌÅÍÍÙ 7. �ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ ×ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4, ÍÙ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄ-ÇÏÔÏ×ËÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ �ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ� ×ÅÒÓÉÀ, Á ÚÁÏÄÎÏ ÕÚÎÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �Ï-ÄÒÏÂÎÏÓÔÉ Ï ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÒÏ��Á [11℄a 
 e g : : :b d f : : :h k : : :` : : :: : : (4)ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ �ÒÏÍÂÉË�, ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ wx yz wz = xy + 1 : (5)îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÕÓÔØ �ÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�, Á×ÔÏÒÁÑ| ÉÚ Ä×ÏÅË. �ÏÇÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n ÞÉÓÌÁ × n-Ê ÓÔÒÏËÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù,ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ f2n−2, É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅf2n+2f2n−2 = f22n + 1 : (6)ïÔÓÀÄÁ f0 = 1, f2 = 2, f4 = 5, f6 = 13, . . . õÚÎÁÅÔÅ? üÔÏ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.ìÅÍÍÁ 8. þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (6).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï 1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÉÓÌÏ æÉÂÏÎÁÞÞÉ fn | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2× n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÜÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏÄÞÉ-ÎÅÎÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÍÕ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ# = # + # :á ÔÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (6) ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×Á (1): ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ × ÌÅÍÍÅ 7 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÉÇÕÒÙ D ×ÚÑÔØ ÄÏÓËÕ 2× (2n+2)É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÌÅÔËÉ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.ab d
 �íÙ ÄÁÄÉÍ ÄÒÕÇÏÅ, ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÄÏÍÉÎÏÛÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ (Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ) �ÁÒÙ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2×2n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ, Á ÔÁËÖÅ �ÁÒÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 × (2n+ 2) É ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 × (2n − 2). ðÒÉÍÅÒÔÁËÉÈ �ÁÒ É ÕÄÏÂÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ×ÚÁÉÍÏÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÁÒÙ �ÏËÁÚÁÎÙ ÎÁÒÉÓÕÎËÅ.ï�ÉÛÅÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ �ÁÒ. ðÒÉÜÔÏÍ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÉÔØ × �ÅÒ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄÉÎ ÌÉÛÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.



òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ 153óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏ. åÓÌÉ × ÎÉÖÎÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ �ÅÒ-×ÏÊ �ÁÒÙ ÅÓÔØ �ÛÏ×�, ÏÔÒÅÚÁÀÝÉÊ �ÒÁ×ÙÊ ÂÌÏË 2× 2 (Ô. Å. ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÂÌÏË ÚÁÍÏ-ÝÅÎ Ä×ÕÍÑ �ÅÌÙÍÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ), ÍÙ �ÅÒÅÄ×ÉÎÅÍ ÜÔÏÔ ÂÌÏË ××ÅÒÈ, ��ÒÉËÌÅÉ×�Ë ×ÅÒÈÎÅÍÕ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ×ÙÛÅ.åÓÌÉ ÖÅ Û×Á ÎÅÔ, Ô. Å. �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ×ÎÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÅÒÈÎÅÇÏ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÒÅÚÁÅÔ × Î£Í ËÁËÕÀ-ÔÏ ÄÏÍÉÎÏÛËÕ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÓÅ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÉÉ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï × ×ÅÒÈÎÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �Ï-ËÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÊ ÛÏ×, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÎÉÚ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÛÏ× É × ÎÉÖ-ÎÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÛÏ× ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ(× ËÒÁÊÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÈÏÄÉÔØ �Ï ÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÎÉÖÎÅÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ). îÁÊÄÑ ÛÏ×, ÍÙ ÏÔÒÅÚÁÅÍ �Ï ÎÅÍÕ ÞÁÓÔÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ�ÒÁ×ÅÅ, É ÍÅÎÑÅÍ ÉÈ ÍÅÓÔÁÍÉ.
lñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÒÁÚÎÙÍ �ÁÒÁÍ ÚÁÍÏÝÅÎÉÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-ËÏ× 2 × 2n ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÚÎÙÅ �ÁÒÙ ÚÁÍÏÝÅÎÉÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 2 × (2n + 2)É 2 × (2n − 2), �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ: ÍÙ�ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÎÉÖÎÉÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 2× (2n−2), ÎÁÞÉÎÁÑ Ó �ÒÁ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÄ×ÉÇÁÑÓØ ×ÌÅ×Ï, × �ÏÉÓËÁÈ �ÅÒ×ÏÇÏ ÖÅ Û×Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÒÅÚÁÅÔ ÏÂÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÏÔÒÅÚÁÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. üÔÏÇÏ Û×Á ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÌÉÛØ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �ÏËÁÚÁÎÎÏÍ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × �ÅÒ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÌÉÛÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. �÷ÏÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ [11℄. óÎÏ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËðÒÏ��Á (4). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË | ÜÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏË | ÜÔÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔÎÉÈ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5). îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ` × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ (4) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ` = hk + 1d = bd+ 1
 · df + 1e + 1d == b
−1de−1f + 
−1e−1f + 
−1d−1e−1 + b
−1e−1 + d−1 : (7)�Å�ÅÒØ ×Ù�ÉÛÅÍ ×ÓÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2× 4 ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ É �ÒÏÄÅÌÁÅÍÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ:1) ÄÏÂÁ×ÉÍ Ë ËÁÖÄÏÊ ËÏÒÏÔËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÏÔ-ÒÅÚÏË;



154 ë. ð. ëÏÈÁÓØ2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÚÌÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÉ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁ�ÉÛÅÍ ÅÇÏ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ: ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉÞÎÙÈÏÔÒÅÚËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÜÔÏÍ ÕÚÌÅ, ÍÉÎÕÓ 3;3) ×ÏÚØÍÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ 5 ÞÉÓÅÌ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏËÁÚÁ-ÔÅÌÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Õ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ b, 
, d, e, f × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ b∗
∗d∗e∗f∗.1 −1 1 −1 1 0 −1 0 −1 1 0 −1−1−1 0 1 −1 0 −1 0 0 0 −1 0 0b
−1de−1f 
−1e−1f 
−1d−1e−1 b
−1e−1 d−1óÒÁ×ÎÉÔÅ ÔÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ, Ó �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ (7).ìÅÍÍÁ 9. îÁÂÌÀÄÅÎÉÑ, �ÒÏÄÅÌÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÆÁËÔÏÍ, ÁÉÍÅÎÎÏ:1) ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (4) ÓÕÔØ ÓÕÍÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, ËÁÖ-ÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÓÔÅ�ÅÎÉ ±1 ÉÌÉ 0.÷ÓÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ×ÈÏÄÑÔ × ÓÕÍÍÕ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1.2) ïÄÎÏÞÌÅÎÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ (n + 2)-Ê ÓÔÒÏËÉ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 × 2n ÎÁÄÏÍÉÎÏÛËÉ �Ï Ï�ÉÓÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ.üÔÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÆÁËÔ. çÌÑÄÑ ÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5), Õ ÎÁÓ ÎÅÔÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÄÒÏÂÅÊ, Á ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× �Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ×ÏÏÂÝÅ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÍÉÓÔÉËÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË,� b d f : : :a 
 e g : : :h k ` : : :p q : : :r : : :ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a, b, 
, d, e, f , g, . . . , ÚÁ-ÄÁÎÎÙÈ ÎÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5), Á Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ËÏÍÂÉ-ÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ n = 4.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÒÏÍÂÉËÁ� kr = pq+1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 8.ëÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÜÔÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ | ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ. þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ kr, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÂÒÁÔØ ×ÓÅ �ÁÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×2×4, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ �ÁÒÙ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ, Á �ÏÔÏÍÓÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ pq. ïÔ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÒÁÔØ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅÏÄÎÏÞÌÅÎÙ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØ-



òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ 155ÎÉËÅ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÎÉÚÕ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ �ÒÉÍÅÒÙ �ÁÒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, Á ÓÎÉÚÕ �ÏÄ�ÉÓÁÎÙ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, �ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ� ÚÁ ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÔÉËÁÌØ.
a b 
 d e f g a b 
 d e f gúÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 8 ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ �ÁÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ. üÔÏ ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ: �ÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÍÙ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ (!) ËÕÓËÉÒÁÚÂÉÅÎÉÊ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÙ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÍÙÈ ÕÚ-ÌÏ× ÎÁ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÎÁ Û×Å), Á ÔÏÌØËÏ ÜÔÉÍ ÉÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ.ðÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ. �4. äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ Á�ÔÅËÓËÏÍÄÉÁÍÁÎÔÅ�Å�ÅÒØ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ×ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4, Ï�ÑÔØ �ÒÏ×ÅÒÑÑ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅ (3).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Á�ÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n + 1. õÄÁÌÑÑ Ä×ÁÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÁ ËÌÅÔÏË, ÉÄÕÝÉÈ ×ÄÏÌØ ÅÇÏ �ÒÁ×ÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊÓÔÏÒÏÎ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÎÅÇÏ Á�ÔÅËÓËÉÊ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n.

îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÏÔ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n ÎÉÖÎÉÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÅÒÈ-ÎÉÊ, ÌÅ×ÙÊ É �ÒÁ×ÙÊ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÙ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n− 1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ �ÁÒ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Á�ÔÅË-ÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n É ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n − 2. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÁÒÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÂÉ-ÅÎÉÊ ×ÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏ× Á�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n, Á ÔÁËÖÅ�ÁÒÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏ×. õÔ-×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 10. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÁÍÉ A É B.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B.÷ÏÚØÍÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, Ô. Å. ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Á�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n É



156 ë. ð. ëÏÈÁÓØÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n− 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕ-ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Ë ÌÅ×ÏÊ ÉÌÉ �ÒÁ×ÏÊ �×ÅÒÛÉÎÅ� ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ | ËÌÅ×ÏÊ) �ÒÉÌÅÇÁÅÔ ÂÌÏË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ×ÉÄÁ . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, �ÒÉÌÅ-ÇÁÀÝÉÅ Ë ÌÅ×ÏÍÕ ËÒÁÀ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ. �ÏÇÄÁ �ÏÓÔÒÏÉÍÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÁÒÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏ×. ïÔÏÄ×ÉÎÅÍ × ÓÔÏ-ÒÏÎÕ ×ÓÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, �ÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë ÌÅ×ÏÍÕ ËÒÁÀ, Á ÓÁÍÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ É ÓÁÍÕÀÎÉÖÎÀÀ ÉÚ ÎÉÈ ×ÏÏÂÝÅ ÕÄÁÌÉÍ. õ ÎÁÓ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁÒÁÎÇÁ n−1. á ÏÔÏÄ×ÉÎÕÔÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÏÂßÅÄÉÎÉÍ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏÍÒÁÎÇÁ n− 2, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÇÏ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n− 1.+ = + (8)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Ë ×ÅÒÈÎÅÊ ÉÌÉ ÎÉÖÎÅÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ �ÒÉÌÅÇÁÅÔ ÂÌÏË .÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÔÁÌØÎÏ Ï�ÉÓÁÎ ÎÉÖÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË:ÕÄÁÌÉÍ Ä×Å ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, �ÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë Ä×ÕÍ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÂÏÌØ-ÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÓËÁÖÅÍ, Ë ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÂÏÒ ÍÅÖÄÕ ÌÅ×ÏÊ{�ÒÁ×ÏÊÉ ×ÅÒÈÎÅÊ{ÎÉÖÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ), ÎÁÌÏÖÉÍ ÄÉÁ-ÍÁÎÔ É ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ É ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÏÂÁ ÄÉÁÍÁÎÔÁÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ (ÕÓÌÏ×ÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÒÅÚ�ÒÏÈÏÄÉÌ ÔÏÌØËÏ �Ï ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÄÏÍÉÎÏÛÅË × ÏÂÏÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÂßÅÄÉ-ÎÉÍ ÎÉÖÎÀÀ ÞÁÓÔØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ Ó ×ÅÒÈÎÅÊ ÞÁÓÔØÀ ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ (�ÏÌÕÞÉÔÓÑÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÇÏ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ) É ×ÅÒÈÎÀÀ ÞÁÓÔØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ Ó ÎÉÖÎÅÊÞÁÓÔØÀ ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ (�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ×ÅÒÈÎÅÇÏ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ).
×

× ×

×

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÅÔÁÌÑÍ, ÎÕ ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ Ë ÄÅÔÁÌÑÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, Á Ë �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÑÍ.äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏ-ÍÕ ÔÉ�Õ, Ô. Å. Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ, Á ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á |×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏ-ÎÅ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÕÀ ËÌÅÔËÕ, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ�Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÎÅÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÇÏÒÉÚÏÎ-ÔÁÌØÎÏ, Á �Ï ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ | ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÜÔÉËÌÅÔËÉ �ÏÍÅÞÅÎÙ ËÒÅÓÔÉËÁÍÉ.ðÕÓÔØ K1 | ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÈ ËÌÅÔÏË. ðÏÓÔÒÏÉÍ �Å-�ÏÞËÕ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Ó ËÌÅÔËÉ K1. üÔÁ �Å�ÏÞËÁËÌÅÔÏË ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ËÏÇÄÁ × ÎÅÊ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÁÑ ËÌÅÔËÁ, ÓËÁ-ÖÅÍ, Km. ëÌÅÔËÉ K1 É Km ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏ-ÎÁÈ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓ-ËÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ �Å�ÏÞËÕ ËÌÅÔÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÅËÌÅÔËÉ ÎÁ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, �ÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏ-ÓÔÉ ÜÔÏ ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ ÎÉÖÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. �ÏÇÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á�ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÌÅÔÏË ÅÓÔØ ÌÏÍÁÎÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÒÁÓÓÅËÁÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊÄÏÍÉÎÏÛËÉ × ÏÂÏÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÌÉÔ ÍÁÌÙÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ.



òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ 157òÁÚÒÅÚÏÍ ÍÁÌÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÌÅÖÁÝÕÀ ×ÎÕÔÒÉ ÍÁÌÏÇÏÄÉÁÍÁÎÔÁ.
K1K2K3K4K5K6K7 K8K9K10K11K12•

•

K1K2K3K4K5K6K7K8K9K10K11K12•

•õÂÅÒÅÍ ÉÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÓÁÍÕÀ ÌÅ×ÕÀ É ÓÁÍÕÀ �ÒÁ×ÕÀ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. äÏ�ÏÌ-ÎÉÍ ÒÁÚÒÅÚ ÍÁÌÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÁÌÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎ-ÔÁ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÓÑ ÒÁÚÒÅÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï.
• • • •úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÜÔÉÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÒÁÚÒÅÚÁÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÉÄÕÝÅÇÏ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÏÊ ÒÁÚÒÅÚ �ÅÒÅÓÅËÁÌ ÂÙ�ÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ �Å�ÏÞËÕ ËÌÅÔÏË Ki É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÒÅÚÁÌ ÂÙ ÄÏÍÉÎÏÛËÕ × ÏÄ-ÎÏÍ ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÚÒÅÚÏ×, ÉÄÕÝÉÈ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ. äÌÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÁÍÙÊ ÎÉÚ-ËÉÊ. �Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÏÂÁ ÄÉÁÍÁÎÔÁ É �ÏÍÅÎÑÔØ ÏÔÒÅÚÁÎÎÙÅ ÎÉÖÎÉÅÞÁÓÔÉ. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÏ×.

+ = +
éÔÁË, ÍÙ Ï�ÉÓÁÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B. ïÞÅ×ÉÄ-ÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÚÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÒÁÚÎÙÅ



158 ë. ð. ëÏÈÁÓØÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁB. ïÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÔÒÕÄÎÏÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË. äÌÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÊ �ÁÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÓËÁÖÅÍ, ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏ× ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÍÁÌÙÊ ÄÉÁÍÁÎÔ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.åÓÌÉ Ë ÎÉÖÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÎÉÖÎÅÇÏ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ �ÒÉÌÅÇÁÅÔ ÂÌÏË , ÍÙ ÉÍÅ-ÅÍ ÄÅÌÏ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ, ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÓÌÕÞÁÀ (8). åÓÌÉ ÖÅ ÔÁËÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÎÅÔ, ÎÁÞÎÅÍÓÔÒÏÉÔØ �Å�ÏÞËÕ ËÌÅÔÏË, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ �Å�ÏÞËÅ Ki. ðÅÒ×ÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ×ÔÏÒÙÍ | ×ÅÒÈÎÅÇÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚ-ÄÅÌÑÀÝÉÅ ËÌÅÔËÉ, �ÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë ÎÉÖÎÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÎÉÖÎÅÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÅÓÌÉ×ÓÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, �ÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë ÎÉÖÎÅÍÕ ËÒÁÀ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ,ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÊ ÎÁÚÎÁÞÉÍ ×ÅÒÈÎÀÀ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÌÅÔÏË × ÓÁÍÏÍ ÌÅ×ÏÍ É × ÓÁÍÏÍ �ÒÁ-×ÏÍ ÒÑÄÕ), �ÕÓÔØ K1 | ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÁÑ ËÌÅÔËÁ ÎÁ ÌÅ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ, É �ÕÓÔØÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÞÅÒÎÏÇÏ �×ÅÔÁ (�ÒÉ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ). ãÅ�ÏÞËÁ ËÌÅÔÏË Ó ÎÁÞÁÌÏÍK1 ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÏËÁÖÅÍÓÑ ×ÎÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÏ×, �ÒÉÞÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ËÌÅÔËÁ × ÜÔÏÊ �Å�ÏÞËÅ ÂÕÄÅÔ �×ÔÏÒÏÊ�ËÌÅÔËÏÊ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. åÓÌÉ ÜÔÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÁ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÔÏÅÅ ×ÔÏÒÁÑ ËÌÅÔËÁ ÞÅÒÎÁÑ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏ-ÎÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄÉÁÍÁÎÔÏ×. üÔÏÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÎÉÚÕ ÏÔ�ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË, ÈÏÔÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÂÉ-ÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ �ÅÒ×ÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÁ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏÒÁÚÂÉÅÎÉÑ É �ÒÉ×ÅÌÁ ÏÎÁ ÎÁÓ ÎÁ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÕÀ ËÌÅÔËÕ �ÒÁ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÞÔÏ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. äÁÌØÛÅ ÒÅÖÅÍ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÍ É ÇÏÔÏ×Ï. ìÅÍÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ. �éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ 10 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÏÓÔÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÇÏ ÌÅÍÍÕ 9, Ï �ÉÒÁÍÉÄÅ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏËÔÁÜÄÒÁ, É Ó×ÑÚÉ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ Á�ÔÅË-ÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÜÆÆÅËÔ ÌÏÒÁÎÏ×ÏÓÔÉ, ÓÍ. [11℄, [7℄). åÝÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ Á�ÔÅËÓËÏÍ ÄÉÁÍÁÎÔÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÓÕÍÍ É ÏÓÔÒÏÕÍÎÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ × [12℄.5. ðÏÄÓÞÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏðÏËÁÖÅÍ, ËÁË, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ [3℄. îÁÍ ×ÓÅ-ÔÁËÉ �ÒÉÄÅÔÓÑ �ÅÒÅÊ-ÔÉ ÎÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÑÚÙË ÇÒÁÆÏ× É ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊÇÒÁÆ Á�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 6Â, Ó. 140 (ÎÁÍ ÎÅ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑÒÁÓËÒÁÓËÁ ×ÅÒÛÉÎ É ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÒÅÂÅÒ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, �ÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ÒÉÓÕÎ-ËÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ×Ï�ÒÏÓ Ï �ÏÄÓÞÅÔÅ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÓÕÍÍ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÄÌÑÁ�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÄÌÑÁ�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ | �×ÅÓ�. ÷Å-ÓÏÍ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÇÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×ÎÅÇÏ ÒÅÂÅÒ. óÕÍÍÕ ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ Á�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁÒÁÎÇÁ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Wn É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÁÒÏÓÏÞÅ-ÔÁÎÉÊ.



òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ 159îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ×ÅÓÁ ÒÁ×ÎÙ 1, ÔÏ Wn = Tn. á ÅÓÌÉ ×ÅÓ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÒÅÂÒÁÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÜÔÏ ËÁË ÚÁ�ÒÅÔ ÎÁ ÕÞÁÓÔÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ× �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (3) ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÏÂÏÂÝÁ-ÀÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÄÁÎ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Á�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 3 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÈÎÉÊ, ÎÉÖÎÉÊ, ÌÅ×ÙÊ, �ÒÁ×ÙÊ É �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÙÊ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚWu,Wd,W`,Wr,W
×Ú×ÅÛÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÄÌÑ ÜÔÉÈ �ÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏ×. ðÕÓÔØ u, d, `, r |×ÅÓÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÁÍÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ, ÓÁÍÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ, ÓÁÍÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ, ÓÁÍÏÇÏ�ÒÁ×ÏÇÏ ÒÅÂÒÁ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÇÒÁÆÅ. �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ.WnW
 = ` · r ·Wu ·Wd + u · d ·W` ·Wr : (9)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 4, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÞÁÓÔÅÊ × ÂÉÅË�ÉÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 10ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅÓÏ× ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÞÁÓÔÉ.âÕÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÓÁ ÒÅÂÅÒ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1.�ÏÇÄÁ �ÏÄÓÞÅÔ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ Á�ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÍÏÖÎÏÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ËÌÅÔËÉ�ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÓÕÍÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÅÓÏ× ÅÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈÒÅÂÅÒ.
ðÏ×ÅÒÎÅÍ ÄÉÁÍÁÎÔ ÎÁ 45◦ É ÚÁ�ÉÛÅÍ ×ÓÅ �ÏÄÓÞÉÔÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ ÍÁÔÒÉ�Ùn × n, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ A(n). ÷×ÅÄÅÍ ÔÁËÖÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ A(n+1), ÕËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉ�Å. äÁÌØÛÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÍÁÔ-ÒÉ�Ù A(n−1), . . . , A(1) �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ. íÁÔÒÉ�Á A(k) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ k×kÉ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÍÁÔÒÉ�ÁÍ A(k+1) É A(k+2) �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊA(k)ij = A(k+1)i j A(k+1)i+1 j+1 +A(k+1)i+1 j A(k+1)i j+1A(k+2)i+1 j+1 :�ÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á A(1) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÁÑ ×Ú×Å-ÛÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ �ÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ (9) �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÄÏÓËÕ. ðÏÍÅÓÔÉÍ ÅÅ × Á�ÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ,ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÄÏÓËÉ ÄÏ ×ÓÅÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÚÁÍÏÓÔÉÔØÄÏÍÉÎÏ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÚÁÍÏÝÅÎÉÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÆÉÇÕÒÙ. ÷ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ Á�-ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ Ò£ÂÒÁÍ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ ÄÏÓËÉ, ÓÏ�Ï-ÓÔÁ×ÉÍ ×ÅÓ 1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÅÓ 1 Ò£ÂÒÁÍ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÍ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ



160 ë. ð. ëÏÈÁÓØÉÚ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏÓËÉ. ÷ÓÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ Ò£ÂÒÁÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÅÓ 0. ÷Ù�ÏÌÎÉ× Ï�É-ÓÁÎÎÕÀ ×ÙÛÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÄÏÓËÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ.åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, | ÜÔÏÞÔÏÂÙ �×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ� ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù A(n) ÂÙÌÉ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ 0. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 4× 5 �ÏÌÕÞÁÅÍ
→ → →

→





0 1 1 01 2 2 12 2 2 11 2 1 0 →




1 4 16 8 46 6 1 →

(16 1242 16) → 95 :6. åÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ Á�ÔÅËÓËÏÍÄÉÁÍÁÎÔÅ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÄÉÁÍÁÎÔÅ1),ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÏÓÔÒÏÕÍÎÏÊ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁÄÅÖÄÕ ÎÁÊ-ÔÉ �ÓÏ×ÓÅÍ ÕÖ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ [14℄ �ÏÈÏÖÁÑ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ�ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ ÄÏÓËÁÍ.éÚ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ (n+1)× (n+1) ×ÙÒÅÚÁÎÁ ËÌÅÔËÁ a1. îÁ ×ÓÅÈÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ a ÓÔÏÑÔ �ÈÒÏÍÙÅ� ÛÁÈÍÁÔÎÙÅ ËÏÒÏ-ÌÉ. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÈÒÏÍÏÊ ËÏÒÏÌØ ÍÏÖÅÔ ÓÄ×ÉÎÕÔØÓÑ ×�ÒÁ×Ï, ×ÎÉÚ ÉÌÉ×�ÒÁ×Ï-×ÎÉÚ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 2n(n+1)=2 ÎÅ�ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÂÏÒÏ× ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, Ä×ÉÇÁÑÓØ �Ï ËÏÔÏÒÙÍ, ×ÓÅ n ËÏÒÏÌÅÊÍÏÇÕÔ �ÅÒÅÊÔÉ ÎÁ ËÌÅÔËÉ ÎÉÖÎÅÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ (�ÏÒÑÄÏË ÈÏÄÏ× ÎÅÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ, ×ÁÖÅÎ ÔÏÌØËÏ ×ÉÄ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ).îÁÍÅË ÎÁ ÔÏ, ËÁË ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÄÉÁÍÁÎÔÁÍ, �ÒÉ×ÅÄ£Î ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÅ.
äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÁÒÌÉÎÁ{íÁË-çÒÅÇÏÒÁ {ìÉÎÄÓÔÒÏÍÁ (ÓÍ. [4℄).1)ðÏËÁ ÓÔÁÔØÑ ÇÏÔÏ×ÉÌÁÓØ Ë �ÅÞÁÔÉ, × ÓÅÔÉ �ÏÑ×ÉÌÏÓØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÓÍ. Sen-Peng Eu, Tung Shan Fu. A simple proof of Azte
 diamond theorem.http://www.arxiv.org/math.CO/0412041.



òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ 161�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ Á�ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÉÍÅÀÝÉÊ n ×ÈÏ-ÄÏ× É n ×ÙÈÏÄÏ×, �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n, �ÒÉÞÅÍ × ÌÀÂÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÉÚn ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ×ÅÄÕÝÉÈ ÏÔ ×ÈÏÄÏ× Ë ×ÙÈÏÄÁÍ, ËÁÖÄÙÊ ÍÁÒÛ-ÒÕÔ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ×ÈÏÄ É ×ÙÈÏÄ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÎÏÍÅÒÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ AkmÞÉÓÌÏ �ÕÔÅÊ, ×ÅÄÕÝÉÈ ÏÔ k-ÇÏ ×ÈÏÄÁ Ë m-ÍÕ ×ÙÈÏÄÕ. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ nÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ×ÅÄÕÝÉÈ ÏÔ ×ÈÏÄÏ× Ë ×ÙÈÏÄÁÍ, ÒÁ×ÎÏ detA.÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÕÀ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ËÏÒÏÌÅÊ. çÒÁÆ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÅÒÅ-ÍÅÝÅÎÉÊ ËÏÒÏÌÅÊ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÉÖÅ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊËÌÅÔËÅ ÄÏÓËÉ ÔÁËÖÅ ÓÔÏÉÔ ËÏÒÏÌØ, ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÏÓÔÏ ÎÅ ÎÕÖÎÏ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ. �ÏÇÄÁÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù A(n) = (Akm) (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á (n+ 1)× (n+ 1))ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ, ÓÈÏÄÎÏÍÕ Ó �ÒÁ×ÉÌÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ:Akm = Ak−1m +Akm−1 +Ak−1m−1 :�ÁË, ÄÌÑ ÄÏÓËÉ 5× 5 ÉÍÅÅÍ A(5) = 1 1 1 1 11 3 5 7 91 5 13 25 411 7 25 63 1291 9 41 129 321úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ, ÅÓÌÉ Ï�ÑÔØ ÕÂÅ-ÒÅÍ ÕÇÌÏ×ÏÇÏ ËÏÒÏÌÑ É ÚÁ�ÒÅÔÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ËÏÒÏÌÅÊ ×ÄÏÌØ �ÅÒ×ÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ É×ÄÏÌØ �ÅÒ×ÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ B(n), Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÕÀ Ä×ÉÖÅÎÉÅËÏÒÏÌÅÊ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ. B(5) = 2 2 2 22 6 10 142 10 26 502 14 50 126ëÁË ×ÉÄÉÍ, B(5) = 2A(4).ìÅÍÍÁ 11. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ bpq | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó�ÏÓÏÂÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÈÒÏÍÏÊ ËÏ-ÒÏÌØ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÊÔÉ Ó ËÌÅÔËÉ (1; p) ÎÁ ËÌÅÔËÕ (q; 1), ÎÅ ÚÁÈÏÄÑ �Ï �ÕÔÉ ÎÁ ÎÉÖ-ÎÉÅ p− 1 ËÌÅÔÏË �ÅÒ×ÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ (Ô. Å. ÎÁ ËÌÅÔËÉ (1; 1), (1; 2), . . . , (1; p− 1))É ÎÁ ÌÅ×ÙÅ q − 1 ËÌÅÔÏË �ÅÒ×ÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ; Á ÞÅÒÅÚ apq | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÓ�ÏÓÏÂÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÈÒÏÍÏÊ ËÏÒÏÌØ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÊÔÉ Ó ËÌÅÔËÉ (1; p) ÎÁ ËÌÅÔËÕ(q; 1). �ÏÇÄÁ bpq = 2ap−1 q−1 :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÒÛÒÕÔÙ ËÏÒÏÌÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ p × q ÉÚ ÌÅ×ÏÇÏ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ × �ÒÁ×ÙÊ ÎÉÖÎÉÊ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÎÅ ÚÁÈÏÄÉÔ ÎÁ �ÅÒ×ÕÀ ×ÅÒÔÉËÁÌØÉ �ÅÒ×ÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ. åÓÌÉ �ÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ ËÏÒÏÌÑ | ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ, ÔÏ ËÏÒÏÌØÍÏÖÅÔ ap−1 q−1 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ Ë ËÌÅÔËÅ ÎÁÄ �ÒÁ×ÙÍ ÎÉÖÎÉÍ ÕÇÌÏÍ É ÄÁÌÅÅÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ ×ÎÉÚ. åÓÌÉ ÖÅ �ÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ, ÔÏ É �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÒÏÌØ



162 ë. ð. ëÏÈÁÓØÉÍÅÅÔ ap−1 q−1 ×ÁÒÉÁÎÔÏ× Ä×ÉÖÅÎÉÑ Ë �ÒÁ×ÏÍÕ ÎÉÖÎÅÍÕ ÕÇÌÕ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ,�ÒÁ×ÄÁ, �ÒÉ×ÏÄÑÔ ÅÇÏ ÎÁ �ÅÒ×ÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ (É Õ ÜÔÉÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ× �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÈÏÄÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ) | ÔÁË ÉÚÍÅÎÉÍ ÜÔÉ ÍÁÒÛÒÕÔÙ, �ÅÒÅÄ×ÉÎÕ× ×ÓÀ ÉÈ ÓÒÅÄÎÀÀÞÁÓÔØ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ××ÅÒÈ É ÚÁÍÅÎÉ× ÓÁÍÙÊ �ÅÒ×ÙÊ (ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ) ÈÏÄ ÎÁÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ, Á ÓÁÍÙÊ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ (ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ) ÈÏÄ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ.îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÉÅË�ÉÑ. �þÉÓÌÁ apq, bpq | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ� A(n), B(n). éÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕ-ÅÔ, ÞÔÏ B(n) = 2A(n−1). á ÔÁË ËÁË ×ÅÌÉÞÉÎÙ detB(n) É detA(n) ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÏÄÎÏ ÉÔÏ ÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅdetA(n) = 2n · detA(n−1) ;ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÄÉÁÍÁÎÔÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ âÅÒÌÏ× ó. ì., é×ÁÎÏ× ó. ÷., ëÏÈÁÓØ ë. ð. ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ. óðÂ: ìÁÎØ, 2003. úÁÄÁÞÁ 97.109.[2℄ ëÁÒ�Ï× ä. ÷. ï ÞÅÔÎÏÓÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ 1× 2.îÅ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ. 1997.[3℄ Bass T., Charles K.http://www.math.wis
.edu/~propp/rea
h/
harles/o
tagon.pdf[4℄ Benjamin A. T., Cameron N. T. Counting on determinants.www.math.hm
.edu/ benjamin/papers/determinants.pdf[5℄ Ciu
u M. Enumeration of perfe
t mat
hings in graphs with re
e
tive symmetry //J. Combin. Theory Ser. A. V. 77. 1997. No. 1. P. 67{97.[6℄ Elkies N., Kuperbeg G., Larsen M., Propp J. Alternating sign matri
es and domi-no tilings // J. of Comb. 1992. V. 1. P. 111-132.[7℄ Fomin S., Zelevinsky A. The Laurent Phenomenon.http://www.arxiv.org/math.CO/0104241[8℄ John P., Sa
hs P., Zarnitz H. Domino 
overs in square 
hessboards // Zastosowa-nia Matematyki (Appli
ationes Mathemati
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òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ 163[12℄ Propp J. Generalized domino shu�ing .http://www.arxiv.org/math.CO/0111034[13℄ Propp J., Stanley R. Domino tilings with barriers // J. Combin. Theory Ser. A.V. 87, No.2 347{356 (1999).http://www.arxiv.org/math.CO/9801067[14℄ Strehl V. Counting domino tilings of re
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ïÂ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ ÞÅ×ÉÁÎÎÙÈ É�ÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÒÉ×ÙÈ,Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍå. ä. ëÕÌÁÎÉÎðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ �ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ æÅÊÅÒÂÁÈÁ� ÉÚ ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ ì. á. åÍÅÌØÑÎÏ-×Á É �. ì. åÍÅÌØÑÎÏ×ÏÊ × �6 �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�.çÉ�ÅÒÂÏÌÁ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ �ÏÌÕÏÓÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ. áÓÉÍ�ÔÏÔÙ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕ-ÌÑÒÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÏÓÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ×ËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ xy = k. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÙÞÎÁÑ ÛËÏÌØ-ÎÁÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÁÑ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÏÂÒÁÔÎÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏ-ÓÔÉ y = k=x, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ. ðÁÒÁ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÔÁËÖÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÊ.åÓÌÉ ËÏÎÉËÁ (ËÒÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ) ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ Q(x; y) = 0, ÇÄÅQ(x; y) = ax2 + 2bxy + 
y2 + 2dx+ 2ey + f;ÔÏ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a+
 = 0.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÕÞËÅ ËÏÎÉË, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ [4℄, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚÞÅÔÙÒÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ.éÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÅÔ×ÅÒËÉ ÔÏÞÅË, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ É ÅÇÏ ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÏÍ, É ÞÅÔ×ÅÒËÉ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ìÀÂÁÑËÏÎÉËÁ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÅÇÏ ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×-ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÊ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÏÂÒÁÔÎÏÅ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ïÒÔÏ�ÅÎÔÒ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÒÁ×ÎÏ-ÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ÖÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ.ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÉÈ ÆÁËÔÁÈ ÓÍ. [1, Ó. 149℄.ðÕÓÔØ D | ÔÏÞËÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, A1, B1, C1 | �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ�ÒÑÍÙÈ DA, DB, DC Ó �ÒÑÍÙÍÉ BC, CA, AB ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÔÒÅÚËÉ AA1,BB1, CC1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÅ×ÉÁÎÁÍÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A1B1C1 ÞÅ×ÉÁÎ-ÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÔÏÞËÉ D ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ,Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÏÌÏ ÞÅ×ÉÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, | ÞÅ×ÉÁÎÎÏÊ.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(164{182)
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A
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òÉÓ. 2.ðÕÓÔØ P | ÔÏÞËÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, A1, B1, C1 | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×, Ï�ÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ P ÎÁ �ÒÑÍÙÅ BC, CA, AB ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ. �ÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A1B1C1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÄÁÌØÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÔÏÞËÉ PÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ P ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÔÏ �ÅÄÁÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ×ÙÓÏ-ÔÕ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ×ÅÒÛÉÎÕ. äÌÑ ÔÏÞÅË Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÅÄÁÌØÎÙÊÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÔÁËÖÅ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ: ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ× ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ.ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÏÌÏ �ÅÄÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �Å-ÄÁÌØÎÏÊ.òÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÓ×ÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó �ÅÄÁÌØÎÙÍÉ É ÞÅ×ÉÁÎÎÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1 É ÒÉÓ. 2).�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ P | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ,ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÔÏÞÅË A, B, C ÔÏÊ ÖÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ. �ÏÇÄÁ �ÅÄÁÌØÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÅÒ-ÂÏÌÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ A, B, C, D | ÔÏÞËÉ ÎÁ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ. �Ï-ÇÄÁ ÞÅ×ÉÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ D ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC �ÒÏÈÏ-ÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É 2.1. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÏÌÏ �ÅÄÁÌØÎÏÇÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊÆÁËÔ ÞÉÔÁÔÅÌÀ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ AH1, BH2, CH3 ×ÙÓÏÔÙ ÎÅ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AH2H3, BH3H1, CH1H2



166 å. ä. ëÕÌÁÎÉÎ�ÏÄÏÂÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �ÏÄÏÂÉÑ | 
os∠A|, | 
os∠B|,
| 
os∠C| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ìÅÍÍÁ 1. ãÅÎÔÒÙ ×ÓÅÈ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ (ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÅ×ÑÔÉÔÏÞÅË) ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ á. áËÏ�ÑÎÕ.ðÕÓÔØ D | ÞÅÔ×ÅÒÔÁÑ (ËÒÏÍÅ A, B, C) ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ É Ï�É-ÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, A′, B′, C ′, D′ | ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÙ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× BCD, CDA, DAB, ABC, ËÏÔÏÒÙÅ �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÔÏÊÖÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R ÒÁÄÉÕÓ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1, �ÏÌÕÞÁÅÍCD′ = 2R∣∣ 
os∠BCA∣∣ = 2R∣∣ 
os∠BDA∣∣ = DC ′:�ÁË ËÁË CD′ ‖ DC ′, ÔÏ CDC ′D′ | �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, Ô. Å. C ′D′ ‖ CD É C ′D′ == CD. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ ABCD É A′B′C ′D′ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙ. éÈ �ÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ DD′ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (Á ÔÁËÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× BCD, CDA É DAB). �éÚ ÌÅÍÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË, ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÒÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÅ-ÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.ìÅÍÍÁ 2. ïÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÓ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ×ÙÓÏÔÙ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÅ, ×ÉÄÅÎ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÅÒÅÄÉÎ ÓÔÏÒÏÎ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÔÏÍÕ ÕÇÌÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁ ÓÔÏ-ÒÏÎÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÅÒÅÄÉÎÁ É ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÙÓÏÔÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔÒÅÚÏË H2M1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÄÉÁÎÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ BH2C, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ H2 (ÒÉÓ. 3), �ÏÜÔÏÍÕ

A

B

CM2

M3 M1

H2òÉÓ. 3.
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òÉÓ. 4.H2M1 = CM1 É ∠M1H2C = ∠M1CH2, ÎÏ M1M3 ‖ AC ËÁË ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ∠M3M1H2 = ∠M1H2C = ∠M1CH2 = ∠ACB,ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ��ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ P | ÔÏÞËÁ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ �ÅÎÔÒÁ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÉ É ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. �ÏÇÄÁ �ÅÄÁÌØÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ P�ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC,APB, BPC, CPA.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E1, E2, E3 ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AP , BP ,CP , Á ÞÅÒÅÚ D1, D2, D3 | �ÒÏÅË�ÉÉ ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ BC, CA, AB ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÒÉÓ. 4). ðÕÓÔØ K | ×ÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁS1 É S2 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× APB É APC (ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ E1). ðÏÓËÏÌØËÕ Õ ÞÅÔÙÒÅÈÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ × ÔÅÏÒÅÍÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 ÅÓÔØÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÔÏÞËÁK. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁK ÌÅÖÉÔÎÁ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ D1D2D3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÇÏÌ NKD2, ÓÍÅÖÎÙÊ Ó ÕÇÌÏÍD2KD3, É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ∠NKD2 = ∠D2D1D3. �ÏÇÄÁ
∠D2D1D3 + ∠D2KD3 = ∠D2D1D3 + 180◦ − ∠NKD2 = 180◦;Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ K, D1, D2, D3 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ∠NKD2 = ∠NKE1 + ∠E1KD2, ÎÏ ∠NKE1 = ∠D3E2E1, �ÏÓËÏÌØËÕÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË D3E2E1K ×�ÉÓÁÎ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S1, Á ∠å1KD2 = ∠E1E3D2,ËÁË ×�ÉÓÁÎÎÙÅ, Ï�ÉÒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÄÕÇÕ E1D2 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S2. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ �ÏÌÅÍÍÅ 2 ÉÍÅÅÍ ∠D3E2E1 = ∠ABP = ∠D3BP , ∠E1E3D2 = ∠ACP = ∠D2CP .�ÁË ËÁË ∠PD1B = ∠PD3B = 90◦, ÔÏ ÏËÏÌÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ D1BD3P ÍÏÖ-ÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ∠D3BP = ∠D3D1P . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,



168 å. ä. ëÕÌÁÎÉÎ
∠D2CP = ∠D2D1P . éÔÁË,

∠NKD2 = ∠NKE1 + ∠E1KD2 = ∠D3E2E1 + ∠E1E3D2 == ∠D3BP + ∠D2CP = ∠D3D1P + ∠D2D1P = ∠D2D1D3;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. äÒÕÇÉÅ ÓÌÕÞÁÉ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË A, B, C É PÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ��ÁË ËÁË ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC, BPC,CPA ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉA, B, C, P , ÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 1.ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ïÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÞÅ×ÉÁÎÎÏÊ É �ÅÄÁÌØÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ P , ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÌÅÖÉÔÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A, B, C É P ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÕ �P . �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÞÅ×ÉÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ P �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ�ÅÎÔÒ K ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ �P , ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÁÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 �ÅÄÁÌØÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ò ÔÁËÖÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒë ÜÔÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ. �2. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÏÌÏ ÞÅ×ÉÁÎÎÏÇÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁá×ÔÏÒÕ ÂÙÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÏÌØËÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.á. úÁÓÌÁ×ÓËÏÍÕ É á. áËÏ�ÑÎÕ ÕÄÁÌÏÓØ �ÒÉÄÕÍÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÉÖÅ.ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A1B1C1 É A2B2C2. A′, B′, C ′ |ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, B1C1 É B2C2, C1A1 É C2A2, A1B1 É A2B2.åÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A′B′C ′ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÅÎ ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ A1B1C1, ÔÁË É ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÕ A2B2C2 (Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×Ù D1 É D2), ÔÏ ÔÏÞËÉ A1, B1, C1,D1, A2, B2, C2, D2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË A1B1C1D1 × Ë×ÁÄÒÁÔ. �ÏÞËÁ A′ ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ �ÒÑÍÙÈB1C1 É A1D1, ÔÏÞËÁ C ′ | ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ �ÒÑÍÙÈ A1B1 É D1C1. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÉA′ É C ′ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ, Á ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË A2B2C2D2�ÅÒÅÈÏÄÉÔ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÅÎÔÒÏÍ ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÔÁË É �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉB′. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÉËÁ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ É ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÒÏÈÏÄÉÔ É ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ��ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC É ÔÏÞËÁ P , ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÅÇÏ ÏÒ-ÔÏ�ÅÎÔÒÁ. �ÏÇÄÁ �ÅÎÔÒÙ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÞÅ×ÉÁÎÎÏÇÏ



ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÅ×ÉÁÎÎÙÈ É �ÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× 169ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ABC ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ, �ÒÏ-ÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ A, B, C, P .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A′B′C ′ | ÞÅ×ÉÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÔÏÞËÉ P , I |�ÅÎÔÒ ÅÇÏ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, I1, I2, I3 | �ÅÎÔÒÙ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÅÊ. �ÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABC É I1I2I3 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ | ÏÎÉ�ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ A′B′C ′ Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×Ù P É I ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ A, B, C, P , I1, I2, I3, I ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ.üÔÁ ËÏÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ I | ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ I1I2I3, �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4 �ÅÎÔÒÙ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÅÊ ÞÅ×ÉÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ I1, I2, I3 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ. �ÁË ËÁË ÞÅ×ÉÁÎÎÁÑÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ I1I2I3 (×ÅÒÛÉÎÙ ÞÅ×É-ÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ I1I2I3), ÔÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 1ÏÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ. �3. åÝÅ ÒÁÚ Ï ÓÅÍÅÊÓÔ×Å æÅÊÅÒÂÁÈÁðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ËÁË ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï �ÓÅÍÅÊÓÔ×Å æÅÊÅÒ-ÂÁÈÁ�, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ì. åÍÅÌØÑÎÏ×ÙÍ É �. åÍÅÌØÑÎÏ×ÏÊ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙA, B, C ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC É �ÅÎÔÒ I ×�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÎÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÓÔÏ-ÒÏÎÎÀÀ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ �I . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ J ÔÏÞËÕ öÅÒÇÏÎÎÁ, Á ÞÅÒÅÚ N | ÔÏÞËÕîÁÇÅÌÑ, Ô. Å. ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÞÅ×ÉÁÎ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÖÁÔ ÔÏÞËÉ ËÁ-ÓÁÎÉÑ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ (Á ÎÅ Ó �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ÓÔÏÒÏÎ)ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÞÅË A, B, C, D, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (AC=BC) : (AD=BD) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (ABCD). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ AC=BC ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ,ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ C ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB, É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. çÏ×Ï-ÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A, B, C, D ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÞÅÔ×ÅÒËÕ, ÅÓÌÉ ÉÈ Ä×ÏÊÎÏÅÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ −1. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ A ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙAL É AL1 ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ É ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÏ× �ÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ A ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁÔÏÞËÉ B, C, L, L1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÞÅÔ×ÅÒËÕ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �Ï Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ É ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁBL=LC = AB=BC,BL1=L1C = −AB=AC, ÏÔËÕÄÁ (ABCD) = −1.ðÕÓÔØ I | �ÅÎÔÒ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ, Á Ia | �ÅÎÔÒ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÁÓÁ-ÀÝÅÊÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ BC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, L| ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ AL, I ′a, I ′É A′ | �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÔÏÞÅË Ia, I , A ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÕ BC. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅABL ÏÔÒÅÚËÉ AI É AIa Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁÍÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ É ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÏ×�ÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ A, �ÏÜÔÏÍÕ ÞÅÔ×ÅÒËÁ A, L, I , Ia | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ. �ÁË ËÁË �ÒÉ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÔÏÞËÉ A′, L,I ′, I ′a ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÞÅÔ×ÅÒËÕ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÕÞÉ AA′,AL, AI ′, AI ′a | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ �ÕÞÏË. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ CA É AB ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÅÝÅ Ä×Å ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÞÅÔ×ÅÒËÉ,ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ �ÕÞËÉ ÌÕÞÅÊ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ B ÉC. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒ H É ÔÏÞËÉ I , J , N �ÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ



170 å. ä. ëÕÌÁÎÉÎ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÞÅÔÙÒØÍÑ ÌÕÞÁÍÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ�ÕÞÏË. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÉ H , I , J , N ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, �ÒÏÈÏÄÑ-ÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.îÏ ÌÀÂÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÅÇÏ ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÊ, Ô. Å. ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÊ �I . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ J É NÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ �I . �ÏÇÄÁ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÞÅ×ÉÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÔÏÞËÉ J , ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÁÑ Ó ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, �ÒÏÈÏÄÉÔ�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ �I , ÌÅÖÁÝÉÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC. îÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ×�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØËÁÓÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ Ó ÎÅÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ F ,�ÏÜÔÏÍÕ �ÅÎÔÒ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ �I ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ æÅÊÅÒÂÁÈÁ F .éÔÁË, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÞÅ×ÉÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁ-ÝÅÊ ÎÁ �I , �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ F . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ F . ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁîÁÇÅÌÑ N ÌÅÖÉÔ ÎÁ �I , ÔÏ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏ-ÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC É ÔÏÞËÁ F ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÕÀÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ SI .ìÅÍÍÁ 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC, ×�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ �. ðÕÓÔØ X | ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ �, �ÒÏ-×ÅÄÅÎÎÙÈ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ A É C ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, Y | × ×ÅÒÛÉÎÁÈ A É C, É Z |× ×ÅÒÛÉÎÁÈ A É B; P | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ �, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ A, B,C; P1 = AP ∩ BC, P2 = BP ∩ AC, P3 = CP ∩ AB. �ÏÇÄÁ �ÒÑÍÙÅ P2P3, P3P1,P1P2 �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ X , Y , Z ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×�ÉÓÁÎÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËBBACCP . �ÏÇÄÁ X = BB ∩ CC, P3 = BA ∩ CP , P2 = AC ∩ PB É �Ï ÔÅÏÒÅ-ÍÅ ðÁÓËÁÌÑ ÔÏÞËÉ X , P3, P2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ P3P1 É P1P2 �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ Y É Z ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ��ÁË ËÁË ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÅ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÔÏ �ÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙÅÇÏ ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ X , Y , Z. äÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏÞËÉ X , Y , Z ÌÅÖÁÔ ÎÁ �ÒÑÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÉÞÅ-ÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÄÌÑ ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ�ÒÑÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÙ ÞÅ×ÉÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞËÉ P , Ó ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ � = �I ÔÏÞËÉ X , Y , Z ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó �ÏÌÀÓÁÍÉ A00,B00, C00 ÉÚ ÓÔÁÔØÉ åÍÅÌØÑÎÏ×ÙÈ.ìÅÍÍÁ 5. åÓÌÉ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ �ÅÎÔÒ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ D | ÔÏÞËÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÝÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌ É ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÏÒÔÏ�ÅÎ-ÔÒÁ ABC. �ÏÇÄÁ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ �1 É �2 ÉÍÅÀÔ 4 ÏÂÝÉÅ ÔÏÞËÉ A, B,



ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÅ×ÉÁÎÎÙÈ É �ÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× 171C, D, ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ× ÔÒÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ��ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ò | ÔÏÞËÁ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ A, B, C ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ABC; AP1, BP2, CP3 | ÞÅ×ÉÁÎÙ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÅ P ; H1, H2,H3 | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ AH1, BH2, CH3 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC; X = P2P3 ∩H2H3,Y = P1P3 ∩ H1H3, Z = P1P2 ∩ H1H2; �P | ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁ, �ÒÏ-×ÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A, B, C, P ; AT1, BT2, CT3 | ÞÅ×ÉÁÎÙ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ× ÔÏÞËÅ T , �ÒÉÞÅÍ �ÒÑÍÙÅ T2T3, T1T3, T1T2 �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ X , Y , ZÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ T ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ �P .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A, B, C, T ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÕ �T . ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÔÏÞËÉ X , Y , Z ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞËÁÍÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁÍ �P É �T × ×ÅÒÛÉÎÁÈ A, B, C ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ABC, Ô. Å. ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ �P É �T ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ × ÔÏÞËÁÈ A, B,C. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M1, M2, M3 ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ BC, CA, AB ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC. �ÏÇÄÁ �ÒÑÍÙÅM1X ,M2Y ,M3Z �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × �ÅÎÔÒÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌ �P É �T .�ÁË ËÁË ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ �P É �T ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ �ÅÎÔÒ, ÔÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 5 ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ T ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ �P . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ P ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÅÎÔÒÏÍI ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ T , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 5, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ �I Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅæÅÊÅÒÂÁÈÁ F ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ 3 ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ Ï ÔÅÈ ÔÏÞËÁÈ T , Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÞÅ×ÉÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ æÅÊÅÒÂÁÈÁ� ÉÚ ÓÔÁ-ÔØÉ åÍÅÌØÑÎÏ×ÙÈ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ia, Ib, I
 �ÅÎÔÒÙ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑÓÔÏÒÏÎ BC, CA, AB ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, Á ÞÅÒÅÚ Fa, Fb, F
 | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ Ia, Ib, I
 Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ P ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÔÏÞËÁÍÉ Ia, Ib, I
, ÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ T , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 5,ÌÅÖÁÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁÈ �Ia , �Ib , �I
 Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ× ÔÏÞËÁÈ Fa, Fb, F
.ðÕÓÔØ Aa, Ba, Ca | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ IaÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC Ó �ÒÑÍÙÍÉ BC, CA, AB ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÍ Ab, Bb, Cb É A
, B
, C
, É �ÕÓÔØ AI , BI , CI | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×�ÉÓÁÎÎÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I Ó ÜÔÉÍÉ ÖÅ �ÒÑÍÙÍÉ × ÔÏÊ ÖÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ëÁË ÂÙÌÏ �Ï-ËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÔÏÞËÉ Aa, Bb, C
 É F ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ SI .úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÞÅÔ×ÅÒÏË ÔÏÞÅË: AI ,B
, Cb, Fa; A
, BI , Ca, Fb; Ab, Ba, CI , F
 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ Sa, Sb, S
 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. âÕÄÅÍ × ÄÁÌØ-ÎÅÊÛÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ SI , Sa, Sb, S
 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. éÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ
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P1 P2òÉÓ. 5.�ÅÏÒÅÍÁ 6. ûÅÓÔÎÁÄ�ÁÔØ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ É ÔÒÅÈ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÈÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó �ÒÑÍÙÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, É ÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅÈ ÄÒÕÇÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ�Ï ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÅÓÔÉ ÞÅÔ×ÅÒÏË ÔÏÞÅË: Aa,AI , Fa, F ; Ab, A
, Fb, F
; Bb, BI , Fb, F ; B
, Ba, F
, Fa; C
, CI , F
, F ; Ca, Cb, Fa,Fb ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ É ÔÒÅÈ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÈÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉÓÔÏÒÏÎ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, �Ï ×ÏÓÅÍØ ÔÏÞÅË ÎÁËÁÖÄÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÒÉÞÅÍ �ÅÎÔÒÙ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ�ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÉÔ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÁ Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.4. �ÅÏÒÅÍÁ æÅÊÅÒÂÁÈÁ É ÞÅ×ÉÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ �I ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ æÅÊ-ÅÒÂÁÈÁ F , ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅÔÅÏÒÅÍÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ AA1, BB1, CC1 | ÞÅ×ÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, A2, B2,C2 | ×ÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ A1B1C1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ BC, CA, AB ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC(ÒÉÓ. 5). �ÏÇÄÁ ÏÔÒÅÚËÉ AA2, BB2, CC2 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, Ô. Å.ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÅ×ÉÁÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ AA1, BB1, CC1 | ÞÅ×ÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC, ÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ þÅ×Ù AC1C1B · BA1A1C · CB1B1A = 1; (1)É, ÔÁË ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÅËÕÝÉÈ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ,



ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÅ×ÉÁÎÎÙÈ É �ÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× 173ÎÁ ÉÈ ×ÎÅÛÎÉÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ AC2 ·AC1 = AB2 ·AB1, BA2 · BA1 = BC2 · BC1,CB2 · CB1 = CA2 · CA1. ðÅÒÅÍÎÏÖÉ× �ÏÞÌÅÎÎÏ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÉÍAC2 ·AC1 ·BA2 · BA1 · CB2 · CB1 = AB2 · AB1 · BC2 · BC1 · CA2 · CA1ÉÌÉ AC2C2B · BA2A2C · CB2B2A · AC1C1B · BA1A1C · CB1B1A = 1;ÏÔËÕÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ (1), ÎÁÊÄÅÍ, ÞÔÏAC2C2B · BA2A2C · CB2B2A = 1;Ô. Å. �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ þÅ×Ù, ÏÔÒÅÚËÉ AA2, BB2, CC2 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ× ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. �éÔÁË, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅ×ÉÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅ×ÉÁÎ-ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË. þÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏ-ÒÅÍÅ 2 ÏÂÝÁÑ ÞÅ×ÉÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏ-×ÅÄÅÎÎÙÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, É �ÏÜÔÏÍÕÉÍÅÅÔ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ Ä×Å ÏÂÝÉÅ ÔÏÞËÉ.ðÏÓËÏÌØËÕ ×�ÉÓÁÎÎÁÑ É ÔÒÉ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÅ×ÉÁÎÎÙÍÉÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ Ó ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, Ô. Å. ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÉ üÊÌÅÒÁ. 5. éÚÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅðÒÑÍÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏ-ÇÏ ÕÇÌÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ P |ÔÏÞËÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. �ÏÇÄÁ �ÒÑÍÙÅ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÑÍÙÍ PA, PB,PC ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÇÌÏ× A, B, C ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊÔÏÞËÅ P ′.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A1B1C1 | �ÅÄÁÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÔÏÞËÉ P , ÎÅÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (ÒÉÓ. 6), P1, P2, P3 |ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎ ÓÔÏÒÏÎ B1C1, C1A1, A1B1 ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË P1P2P3 ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÅÎ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A1B1C1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ × ÔÏÞËÅ P É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÇÏÍÏÔÅ-ÔÉÉ, ÒÁ×ÎÙÍ 2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË P1P2P3 ÒÁ×ÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ A1B1C1,�ÒÉÞÅÍ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. äÁÌÅÅ, �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ PB1P1C1, PC1P2A1, PA1P3B1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÏ-ÇÒÁÍÍÁÍÉ, ÔÏ P1, P2, P3 | ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AB1C1, BC1A1, CA1B1ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÒÉÓ. 7). ðÏÜÔÏÍÕ AP1 ⊥ B1C1, BP2 ⊥ C1A1, CP3 ⊥ A1B1. îÏB1C1 ‖ P2P3, C1A1 ‖ P1P3, A1B1 ‖ P1P2, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ AP1 ⊥ P2P3,BP2 ⊥ P1P3, CP3 ⊥ P1P2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÑÍÙÅ AP1, BP2, CP3 ÓÏÄÅÒÖÁÔ
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òÉÓ. 7.×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ P1P2P3 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ P ′ | ÏÒ-ÔÏ�ÅÎÔÒÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ P1P2P3. ðÏÓËÏÌØËÕ ∠PA1B = ∠PC1B = 90◦, ÔÏ BP |ÄÉÁÍÅÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BC1A1, Á, ËÁË ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ,�ÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ×ÙÓÏÔÕ É ÄÉÁÍÅÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÇÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÕÇÌÏ× AÉ C ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ��ÏÞËÉ P É P ′ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. �ÏÞËÉ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 8. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ P ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ ABC. �ÏÇÄÁ �ÒÑÍÙÅ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÍ PA, PB, PC ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÇÌÏ×A, B, C, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: �ÒÑÍÙÅ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ�ÒÑÍÙÍ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞ-ËÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ AP1, BP2, CP3 �ÒÑÍÙÅ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ�ÒÑÍÙÍ AP , BP , CP ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 8). éÚÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ×ÌÅÞÅÔ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á ÕÇÌÏ×
∠CAP = ∠BAP1; ∠CBP = ∠ABP2; ∠BCP = ∠ACP3; ∠BAP = ∠CAP1 :õÇÌÙ ∠CAP É ∠CBP Ï�ÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÕÇÕ PC É �ÏÔÏÍÕ ÒÁ×ÎÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

∠BAP = ∠BCP . ðÏÜÔÏÍÕ ∠P2BA = ∠P1AB, ∠P1AC = ∠P3CA, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁ-ÅÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÑÍÙÈ AP1, BP2, CP3.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �
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òÉÓ. 9.�ÅÏÒÅÍÁ 9. ðÕÓÔØ P É P ′ | ÔÏÞËÉ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, Á A1B1C1 É A′1B′1C ′1 | �ÅÄÁÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉÜÔÉÈ ÔÏÞÅË. �ÏÇÄÁ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A1B1C1 É A′1B′1C ′1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ E | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ PP ′ | Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A1B1C1. ðÏÓËÏÌØËÕ (P ′)′ == P , ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÅ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÞÔÏ É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M ÓÅÒÅÄÉÎÕ A1C1. �ÁË ËÁË ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË PA1P2C1 |�ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 9), ÔÏ M | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ PP2, ÎÏ P2P ′ ⊥ P1P3 ÉP1P3 ‖ A1C1, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë A1C1 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÒÅÄÎÅÊÌÉÎÉÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ P ′PP2, Ô. Å. ÔÏÞËÁ E ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅË ÏÔÒÅÚËÕ A1C1.



176 å. ä. ëÕÌÁÎÉÎáÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ E ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÈ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁÈ ËA1B1 É B1C1 É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÅÎÔÒÏÍ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A1B1C1. �ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ O Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÔÏÞËÁ H�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ×ÙÓÏÔ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 9 �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÅÇÏ ×ÙÓÏÔ ÌÅÖÁÔÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ).ðÏÄÏÂÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AH2H3, BH3H1, CH1H2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÍÉËÏ�ÉÑÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (ÓÍ. Õ�Ò. 1), �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ,ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC, AH2H3, BH3H1,CH1H2.�ÅÏÒÅÍÁ 10. ðÕÓÔØ A1, B1, C1 | �ÒÏÅË�ÉÉ ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ (ÉÌÉ �ÒÏ-ÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ) BC, CA, AB ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC; P1, P2, P3 | ÔÏÞËÉ, ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÙÅ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎ ÓÔÏÒÏÎ B1C1, C1A1, A1B1 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁA1B1C1; H1, H2, H3 | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ AH1, BH2, CH3 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.�ÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ P , P1, P2, P3 ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁÍ ABC, AH2H3, BH3H1, CH1H2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙÕÇÌÁ B ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË BH3H1 �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÕ ABC Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÒÁ×ÎÙÍ 
os∠ABC = 
os�, ÔÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC É BH3H1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ �ÒÑÍÙÈ, ÉÚÏÇÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÇÌÁ B. òÁÎÅÅ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏ-ÒÅÍÙ 7), ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ BP É BP2 ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙ, Á P2 | ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁBC1A1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, PB | ÄÉÁÍÅÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁBC1A1. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ 1 Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ BC1A1, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ BP2 | ÄÉÁÍÅÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÏÄÏÂ-ÎÏÇÏ BC1A1 Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �ÏÄÏÂÉÑ 
os�. úÎÁÞÉÔ, PB = BP2 
os�, É ÔÏÞËÉP É P2 ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC É BH3H1. �ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5. ðÕÓÔØ H1, H2, H3 | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ AH1, BH2, CH3 ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC; ÔÏÞËÉ P , P1, P2, P3 ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ABC, AH2H3, BH3H1, CH1H2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉË P1P2P3 ÒÁ×ÅÎ �ÅÄÁÌØÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ A1B1C1 ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, �ÒÉÞÅÍ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× P1P2P3 É A1B1C1 ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÁÖÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 11. ðÕÓÔØ P | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ; AH1, BH2, CH3 | ÅÇÏ ×ÙÓÏ-ÔÙ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÅ H ; E1, E2, E3 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AH , BH , CH ;P1, P2, P3 | ÔÏÞËÉ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ Ó P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÏ× AH2H3, BH3H1, CH1H2, ABC ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ �ÒÑÍÙÅ E1P1, E2P2,E3P3 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÅ K ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC,
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òÉÓ. 10.ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏÈÏÄÉÔ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÅÄÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞ-ËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÅÎÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC ÞÅÒÅÚ O. �ÏÞËÉ E1, E2, E3 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÍÉ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× T1 = AH2H3, T2 = BH3H1, T3 = CH1H2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÜÔÏ-ÍÕ �ÒÑÍÙÅ EiPi ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ Ó �ÒÑÍÏÊ OP ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÏ× Ti, ABC ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÏÎÉ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙ �ÒÑÍÙÍ `i, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÞÅÒÅÚ Ei �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ OP . (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÄÏÂÉÅ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÅÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉABC É, ÓËÁÖÅÍ, T1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × A É ÏÔÒÁ-ÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÁ A.) ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅEiPi �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ K ÎÁ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ E1E2E3,Ô. Å. ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A1, B1, C1 �ÒÏÅË�ÉÉ ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ BC, CA, ABÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ∠CAB = �, ∠ABC = �, ∠BCA = 
. �ÁË ËÁË P2 É P3 |ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A1BC1 É B1CA1 (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 10 É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÔÅÏÒÅÍÙ 7), ÔÏ ∠P2A1P3 = 180◦−∠P2A1B−∠P3A1C = 180◦−(90◦−�)−(90◦−
) == �+
 = 180◦−�. äÁÌÅÅ, ∠P2KP3 = ∠E2KE3 = 180◦−� = ∠P2A1P3 (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË E1E2E3 ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÇÏÍÏÔÅ-ÔÉÉ H , �ÏÜÔÏÍÕ ∠E2E1E3 = ∠BAC = �). éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÕÇÌÏ× P2KP3 É P2A1P3ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P2, K, A1, P3 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �Ï-ËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P3, B1, P1, K ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÕÇÏÌB1KA1: ∠B1KA1 = ∠B1KP3+P3KA1, ÎÏ ∠B1KP3 == ∠B1P1P3 ËÁË ×�ÉÓÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ, Ï�ÉÒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÄÕÇÕ P3A1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉB1P1KP3, Á ∠P3KA1 = ∠P3P2A1 ËÁË ×�ÉÓÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ, Ï�ÉÒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÄÕ-ÇÕ P3A1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ A1P3P2K. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 7,



178 å. ä. ëÕÌÁÎÉÎÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ P1C1PB1, P1C1A1P3, B1C1P2P3, C1P2A1P Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÁÒÁÌ-ÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁÍÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ∠B1P1P3 = ∠PC1A1 É ∠P3P2A1 = ∠B1C1P ËÁË ÕÇÌÙ ÓÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ.éÔÁË, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ∠B1KA1 = ∠B1KP3 + ∠P3KA1 = ∠B1P1P3 ++∠P3P2A1 = ∠PC1A1+∠B1C1P = ∠B1C1A1, Ô. Å. ∠B1KA1 = ∠B1C1A1 É �ÏÜÔÏÍÕÔÏÞËÁ K ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A1B1C1. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÉÓ. 10.�ÏÞËÉK É C1 ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ A1B1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∠A1C1B1 + ∠A1KB1 == 180◦.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. �ÅÏÒÅÍÕ 11 ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:ðÕÓÔØ P | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC; AH1, AH2,AH3 | ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÙ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÅ H ; E1, E2, E3 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ×AH , BH , CH ; O| �ÅÎÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC; `1, `2, `3 |�ÒÑÍÙÅ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÏÊ OP É �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ E1, E2, E3 ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ; `′1, `′2, `′3 | �ÒÑÍÙÅ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ `1, `2, `3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁE1E2E3. �ÏÇÄÁ �ÒÑÍÙÅ `′1, `′2, `′3 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÅ K ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉüÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏÈÏÄÉÔ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �Å-ÄÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 11 ÄÌÑ ÔÕ�ÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ É �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË P , ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ O Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÔÏÞËÁ K ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉüÊÌÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ, ÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 11 ×ÙÔÅËÁÅÔóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6. ðÕÓÔØ ` | �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ O Ï�ÉÓÁÎÎÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. �ÏÇÄÁ Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË P , ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ `, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ K, �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 11 ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ �ÒÑÍÙÍ, �ÒÏ-ÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅÔÏÞËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ.6. �ÅÏÒÅÍÁ æÅÊÅÒÂÁÈÁ É �ÅÄÁÌØÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, �ÅÄÁÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÔÏÞËÉ P É ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÎÏÊ ÅÊ ÔÏÞËÉ P ′ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (ÔÅÏÒÅÍÁ 9). éÚ ÜÔÏÇÏÆÁËÔÁ É ÔÅÏÒÅÍÙ 11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ K É K ′, �ÒÉÞÅÍ K | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ E1P1, E2P2, E3P3, Á K ′ | ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ E1P ′1,E2P ′2, E3P ′3 (P1, P2, P3 | ÔÏÞËÉ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ Ó P , Á P ′1, P ′2, P ′3 |Ó P ′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AH2H3, BH3H1, CH1H2, ABC).åÓÌÉ �ÒÑÍÁÑ PP ′ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ O Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ABC, ÔÏ, ËÁË ÑÓÎÏ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ K É K ′ ÏÂÝÅÊ



ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÅ×ÉÁÎÎÙÈ É �ÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× 179Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏ-ÞÅË P É P ′ ÂÕÄÕÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ, Ô. Å. Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÏ× ÔÏÞÅË P É P ′ ÂÕÄÅÔ ËÁÓÁÔØÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7. ðÕÓÔØ P É P ′ | ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC ÔÏÞËÉ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ PP ′ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ O Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. �ÏÇÄÁ ÏÂÝÁÑ �ÅÄÁÌØÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË P É P ′ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.ðÕÓÔØ I | �ÅÎÔÒ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏÇÄÁ �ÅÄÁÌØÎÁÑÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ I ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ I ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÁ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ, ÔÏ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ×ÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×�É-ÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, ÔÁË ËÁË× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÌÖÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÏÞËÁ I , ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÁÑ Ó I ÉÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ I).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÅÎÔÒÙ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ia, Ib, I
 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÇÏ-ÎÁÌØÎÏ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ É �ÏÜÔÏÍÕ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅËÁÓÁÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.éÔÁË, ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÅÝÅ ÒÁÚ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÊÅÒÂÁÈÁ.çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË P ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ PP ′, ÇÄÅ P ′ | ÔÏÞËÁ,ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ P , �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÂÉËÏÊ íÁË-ëÜÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ([5, Ó.575℄). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÏÂÝÅ-ÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �ÅÄÁÌØÎÁÑÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ËÕÂÉËÉ íÁË-ëÜÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÁÓÁÅÔÓÑÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.7. éÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÂÒÁÚ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÏ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ÷Ó�ÏÍÎÉ×, ÞÔÏ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ P É P ′ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ �ÅÄÁÌØÎÕÀ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØ (ÔÅÏÒÅÍÁ 9), É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6 É ÔÅÏÒÅÍÕ 1, �ÏÌÕÞÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 12. éÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÑÍÏÊ `, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ Ï�É-ÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁ, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÒÉÞÅÍ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÁÍÉ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑ-ÍÏÊ ` Ó Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ P ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ` É ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÎÕÀ ÅÊ ÔÏÞËÕ P ′. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ P ′, A, B, C ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ�. ãÅÎÔÒ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ É ÎÁ ÏÂÝÅÊ �ÅÄÁÌØÎÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË P É P ′. õ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÅÓÔØ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Ä×Å



180 å. ä. ëÕÌÁÎÉÎÏÂÝÉÅ ÔÏÞËÉ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÅK, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÅÄÁÌØÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÑÈ ÔÏÞÅË �ÒÑÍÏÊ OP , Á ×ÔÏÒÁÑ (K ′) | ÎÁ ×ÓÅÈ �ÅÄÁÌØÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞÅË�ÒÑÍÏÊ OP ′. ãÅÎÔÒ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ � ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó K (ÅÓÌÉ Ä×ÉÇÁÔØ ÔÏÞËÕ �Ï ÇÉ�ÅÒ-ÂÏÌÅ, ÔÏ K ′ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ).ðÏ×ÔÏÒÉ× ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÉ P ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ` É �ÒÉÍÅÎÉ×ÌÅÍÍÕ 5, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ÔÏÞÅË P , �ÅÄÁÌØÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ K ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ K, Ï�É-ÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÎÏ ÂÅÚ ÔÏÞÅË A, B, C, É �ÒÑÍÏÊ `, ÉÚÏÇÏÎÁÌØ-ÎÏÊ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ.éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 8 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ë �ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ æÅÊÅÒÂÁÈÁ� ÉÚ ÓÔÁÔØÉ åÍÅÌØÑÎÏ-×ÙÈ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÅÄÁÌØÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÏÞÅË P , ÌÅÖÁÝÉÈ ÌÉÂÏÎÁ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ �I , �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ I ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC É ÉÍÅÀÝÅÊ Ó×ÏÉÍ �ÅÎÔÒÏÍ ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ F , ÌÉÂÏÎÁ �ÒÑÍÏÊ OI , ÇÄÅ O | �ÅÎÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. áÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÁËÔÙ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fa, Fb, F
 (ÔÏÞËÉËÁÓÁÎÉÑ ÓÏ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ).îÁ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ �I , Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ABC, ÌÅÖÁÔ, ËÒÏÍÅ ×ÅÒ-ÛÉÎ A, B, C, �ÅÎÔÒ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I , ÔÏÞËÁ öÅÒÇÏÎÎÁ J , ÔÏÞËÁ îÁÇÅÌÑN É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒ î . ÷ÙÂÉÒÁÑ ÌÀÂÙÅ 4 ÔÏÞËÉ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ 7 (ËÒÏÍÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ A, B, C, H) É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÞÅ×ÉÁÎÎÙÅ É �ÅÄÁÌØÎÙÅÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ 4 ÔÏÞÅË �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ× ÔÒÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, �ÏÌÕÞÉÍ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÏÊÄÕÔÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ F , ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÕÀ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ �I . áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅÆÁËÔÙ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù É ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fa, Fb, F
.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ �O , Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÉÚÏÇÏÎÁÌØ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ OH ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. üÔÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁ �ÒÏÈÏÄÉÔÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ O Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC É ÔÏÞËÕ L, ÉÚÏÇÏÎÁÌØ-ÎÕÀ ÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [5, 7℄),ÔÏÞËÁ L ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ìÅÍÕÁÎÁ. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÅÎÔÒÁ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÷. �ÅÂÏ ÉÚ ÓÂÏÒÎÉËÁ �éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÖÕÒ-ÎÁÌÁ Ameri
an Mathemati
al Monthly� [2, Ó.81℄.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ AH1, BH2, CH3 | ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. �ÏÇÄÁ �ÒÑ-ÍÙÅ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AH2H3, BH3H1, CH1H2 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÁËÏÊ ÔÏÞ-ËÅ T ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ×TH1, TH2, TH3 ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ.ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÅÂÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × [3℄.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AH2H3,BH3H1, CH1H2 ÔÏÞËÏÊ �ÅÂÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 6×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË P ,ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ, �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ �ÅÂÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÔÁËÞÔÏ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ �O. �ÁË ËÁË ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ G



ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÅ×ÉÁÎÎÙÈ É �ÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× 181ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÅÇÏ �ÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ, ÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÅÄÁÌØÎÏÇÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞËÉ G �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ �ÅÂÏ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.þÅ×ÉÁÎÎÙÅ É �ÅÄÁÌØÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ �O, Á ÔÁËÖÅ �Å-ÄÁÌØÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ OH ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC, �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ �ÅÂÏ. îÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ �O ÌÅÖÁÔ ÔÏÞËÉ A, B, C, H , O,L. ðÏÜÔÏÍÕ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÅ×ÉÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ O, Á ÔÁËÖÅ ÞÅ×ÉÁÎÎÁÑ É�ÅÄÁÌØÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ìÅÍÕÁÎÁ L �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ �ÅÂÏ. åÓÌÉ ÎÁÞÅÒ-ÔÉÔØ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ É ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÅÅ ÔÏÞËÉ ËÁË ÉÚ �ÅÎÔÒÁ �ÒÏ×ÅÓÔÉÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ × ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÔÏ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ �ÅÎÔÒ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÏÊ �ÅÂÏ.8. úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑáÎÁÌÏÇÉÑ ÍÅÖÄÕ �ÅÄÁÌØÎÙÍÉ É ÞÅ×ÉÁÎÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÓÌÅ-ÖÉ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂß-ÑÓÎÅÎÉÑ. äÅÌÏ ÕÓÕÇÕÂÌÑÅÔÓÑ ÅÝÅ É ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÎÅ�ÏÌÎÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,×Ï�ÒÏÓ Ï ËÁÓÁÎÉÉ ÞÅ×ÉÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ×Ï�ÒÏÓÁ Ï ËÁÓÁÎÉÉ �ÅÄÁÌØÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊ-ÌÅÒÁ. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ×ÅÔ ÄÁÅÔ ËÕÂÉËÁ íÁË-ëÜÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÄÌÑ ÞÅ×ÉÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÇÏÒÁÚÄÏ ÓÌÏÖÎÅÅ.çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË P , ÞÅ×ÉÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÈÏÄÉÔÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ K ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ABC, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ� Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ K, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÁÌÅÎÙ ÔÏÞËÉ A, B, C, É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÒÉ×ÏÊL, ËÏÔÏÒÕÀ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ P ′ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÞÅ×ÉÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ,ÞÔÏ É P (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 6), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÔÏÞËÁ P �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ �. îÁÚÏ×ÅÍÜÔÕ ËÒÉ×ÕÀ L ÞÅ×ÉÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ.÷Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÞÅ×ÉÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉüÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎ-ÎÉÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC É �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÏÂÅ ÔÏÞ-ËÉ P É P ′, Ô. Å. Ï �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ É ÅÅ ÞÅ×ÉÁÎÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÞÅ×ÉÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ-�ÕÓÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÅÎÔÒÙ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÙÈÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔM . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ�ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ.òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× �ÒÉ×ÏÄÑÔ ÔÁËÖÅ Ë �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅ-ÎÉÀ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ, ÔÏ ÅÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÙ | �ÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÍÅÄÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ í. î. ÷ÑÌÏÍÕ ÚÁ ÕÌÕÞÛÅÎÉÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÔÁÔØÉ, Á ÔÁËÖÅ á. úÁÓÌÁ×ÓËÏÍÕ É á. áËÏ�ÑÎÕ | ÚÁ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎ-ÎÏÅ ÉÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.



182 å. ä. ëÕÌÁÎÉÎó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ çÌÁÇÏÌÅ× î. á. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. í.: ÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 1963.[2℄ éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÖÕÒÎÁÌÁ �Ameri
an Mathemati
al Monthly�. í.: íÉÒ,1977.[3℄ ëÕÌÁÎÉÎ å. ä. ï �ÒÑÍÙÈ üÊÌÅÒÁ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÅ×ÑÔÉ ÔÏÞÅË // ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ�íÁÔÅÍÁÔÉËÁ� Ë ÇÁÚÅÔÅ �ðÅÒ×ÏÅ ÓÅÎÔÑÂÒÑ�, �43, 2000.[4℄ ðÒÁÓÏÌÏ× ÷. ÷. �ÅÏÒÅÍÁ Ï �ÕÞËÅ ËÏÎÉË, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ //íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ. �ÒÅÔØÑ ÓÅÒÉÑ. ÷Ù�. 1. 1997. ó. 109{114.[5℄ ðÒÁÓÏÌÏ× ÷. ÷. úÁÄÁÞÉ �Ï �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ. í.: íîãíï, 2001.[6℄ ëÕÌÁÎÉÎ å. ä. ïÂ ÏÄÎÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×Å ÔÏÞÅË æÅÊÅÒÂÁÈÁ // ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ �íÁÔÅ-ÍÁÔÉËÁ� Ë ÇÁÚÅÔÅ �ðÅÒ×ÏÅ ÓÅÎÔÑÂÒÑ�, �10, 1997.[7℄ úÅÔÅÌØ ó. é. îÏ×ÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. í.: õÞ�ÅÄÇÉÚ, 1940.

å. ä. ëÕÌÁÎÉÎ, íÏÓËÏ×ÓËÉÊ ÇÏÒÏÄÓËÏÊ �ÓÉÈÏÌÏÇÏ-�ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔe-mail: lu
as03�mail.ru



183
ï ÍÁÔÒÉ�ÁÈ çÒÁÍÁ÷. á.àÄÉÎòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. òÅÛÅÎÉÑ�ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅÈ ÓÅÇÏÄÎÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ.þÅÒÅÚ xy = x1y1 + : : : + xnyn ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×x É y ÉÚ n-ÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁW = {e1; : : : ; eq} ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ×Ù�ÉÛÅÍ ÉÈ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁG(W ) =  1 e1e2 : : : e1eqe2e1 1 : : : e2eq: : : : : : : : : : : :eqe1 eqe2 : : : 1 

 (1)(× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊÓÆÅÒÙ Sn−1 = {x ∈ Rn : xx = 1}).1. ÷ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ÷ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ × (1), ÚÁ�ÉÛÅÍ ×ÓÔÒÏÞËÕ S(W ) = {1; t1; : : : ; ts}; 1 > t1 > : : : > ts: (2)îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ W ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (n + 1)-Ê ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ, ×�É-ÓÁÎÎÏÇÏ × Sn−1, ÔÏ S(W ) ÓÏÓÔÏÉÔ ×ÓÅÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ {1;−1=n}. åÓÌÉ W |ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 2q-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏS(W ) = {1; 
os �q ; 
os 2�q ; : : : ;−1}:ðÕÓÔØ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ×ÓÀ ÓÔÒÏÞËÕ (2) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉW . íÏÖÅÍ ÌÉ ÍÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ W ?÷ÎÁÞÁÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍÓÑ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÀ. ä×Å ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉW1, W2 ÓÞÉÔÁÅÍÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÒÁÝÅÎÉÅ � ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ W1 = �W2. ðÏÄ ×ÒÁÝÅÎÉ-ÅÍ � �ÏÎÉÍÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rn × Rn, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÏÅ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù T , TT ′ = T ′T = E Ó detT = ±1. éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ� ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑTxTy = xT ′Ty = xEy = xy;ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ��Ï×ÏÒÏÔÁ� � ÓÔÒÏÞËÉ S(W ) É S(�W ) ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.÷ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ. ïÄÎÁËÏ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÍ ÚÁÇÁÄÏÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ:×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÙÅ �Ï S(W ) É ÎÅ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÙÅ.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(183{188)



184 ÷. á.àÄÉÎõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ìÀÂÁÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ W = {e1; e2; e3} ÉÚ Rn,n > 2 �Ï S(W ) ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ W = {e1; : : : ; e8} ÉÚ R3ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ S(W ) = {1; 1√3 ;− 1√3 ;−1} :�ÏÇÄÁ W | ×ÏÓÅÍØ ×ÅÒÛÉÎ ËÕÂÁ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. (Hantjes, 1948) ðÕÓÔØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ W == {e1; : : : ; e12} ÉÚ R3 ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏS(W ) = {1;− 1√5 ; 1√5 ;−1} :�ÏÇÄÁ W | Ä×ÅÎÁÄ�ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ. óËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÅÇÏ �ÏÌÎÏ-ÓÔØÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÎÅÓÌÏÖÎÙ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-ÔØÅÇÏ ÓÍ. [1℄, ÇÄÅ ÔÁËÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÒÑÄ ÂÌÉÚËÉÈ ×Ï�ÒÏÓÏ×. îÁÛÁ �ÅÌØ | �Ï-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ n > 3 ÎÅ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÖÅ �ÒÉq = 4. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ × R3 �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ä×Å ÒÁÚÎÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ W1, W2 Ó ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÍÉ ÓÔÒÏÞËÁÍÉ (2). ðÕÓÔØ W1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× e1 = { 1√2 ; 1√2 ; 0}, e2 == { 1√2 ;− 1√2 ; 0}, e3 = {− 1√2 ; 0; 1√2}, e4 = {− 1√2 ; 0;− 1√2}, Á W2 | ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ×e1 = {1; 0; 0}, e2 = {0; 0; 1}, e3 = {−12 ; √32 ; 0}, e4 = {−12 ;−√32 ; 0}. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÉÈÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁG(W1) =  1 0 −12 −120 1 −12 −12
−12 −12 1 0
−12 −12 0 1





; G(W2) =  1 0 −12 −120 1 0 0
−12 0 1 −12
−12 0 −12 1




;É Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ S(W1) = S(W2) = {1; 0;−1=2}. ïÄÎÁËÏ W1 É W2 | ÒÁÚÎÙÅ ËÏÎÆÉ-ÇÕÒÁ�ÉÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÕÌÅÊ × G(W1) ÞÅÔÙÒÅ, Á × G(W2) | ÛÅÓÔØ.õÓÌÏÖÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×Ï�ÒÏÓ. ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÂÏÒÕ W × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÁÂÌÉ�Õ1 t1 t2 : : : tsq N1 N2 : : : Ns ; (3)ÇÄÅ ×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÅÓÔØ S(W ), Á ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉNi = ∑x;y∈W; xy=ti 1; N1 + : : :+Ns = q2 − q:äÌÑ ËÁËÏÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ q ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁ W1, W2, ÉÍÅÀ-ÝÉÈ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÁÂÌÉ�Õ (3).



ï ÍÁÔÒÉ�ÁÈ çÒÁÍÁ 1852. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁóËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÁÔÒÉ�Å (1)? åÓÌÉ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØÇÌÁ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÔÏ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á (q2 − q)=2 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, É ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ.ðÒÉ q → ∞ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù �ÒÉ n > 3 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÄÁÖÅ ÅÅ �ÏÒÑÄÏËÒÏÓÔÁ. óÌÕÞÁÊ n = 2 �ÒÏÓÔ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ q ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÔÏÞÅË. �ÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï s ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ s >






q − 12 ; q | ÎÅÞÅÔÎÏ,q2 ; q | ÞÅÔÎÏ. (4)äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ x ÎÁÛÅÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ W É�ÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÎÅÅ ÄÉÁÍÅÔÒ. ïÎ ÒÁÚÏÂØÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ Ä×Å ÄÕÇÉ. îÕÖÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÔØ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: ÔÏÞËÁ −x ∈ W É −x 6∈ W . åÓÌÉ −x ∈ W , ÔÏ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚÄÕÇ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ (q − 2)=2 ÔÏÞÅË W , ÅÓÌÉ q | ÞÅÔÎÏ, É ÎÅÍÅÎÅÅ (q − 1)=2 ÔÏÞÅË W , ÅÓÌÉ q | ÎÅÞÅÔÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ x ÄÏÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÒÁÚÎÙÅ, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁs >






q + 12 ; q | ÎÅÞÅÔÎÏ,q2 ; q | ÞÅÔÎÏ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ É ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ (4) ÔÏÞÎÁ, ÏÎÁÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ q ×ÅÒÛÉÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ q-ÕÇÏÌØÎÉËÁ.÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÄÎÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ð. üÒÄ£ÛÁ [2℄ É ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n = 3ÄÁÄÉÍ �ÓÌÁÂÕÀ� Ï�ÅÎËÕ ÓÎÉÚÕ ÄÌÉÎÙ ÓÔÒÏÞËÉ (2).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ W = {e1; : : : ; eq} ⊂ S2. �ÏÇÄÁs = s(q) ≫ q1=2:÷ÓÅ Ï�ÅÎËÉ ÂÕÄÅÍ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÌÉÛØ �ÏÒÑÄÏË. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ W É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÅÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ. ðÕÓÔØ ÏËÁÚÁÌÏÓØ m ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ, ÚÎÁÞÉÔ ÉÍÅÅÍ Ï�ÅÎËÕs≫ m; (5)ÎÏ ÏÎÁ �ÌÏÈÁ, ÅÓÌÉ m �ÍÁÌÏ�. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. ÷ÓÅÇÏ ×W ÉÍÅÅÔÓÑ q ÔÏÞÅË, q − 1 ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ m ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ [q − 1m ℄ ÔÏÞÅË. éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÉÍ s≫ q=m: (6)éÚ (5) É (6) �ÏÌÕÞÉÍ s≫ max{m; q=m} ≫ q1=2:ðÏÄÎÉÍÁÑÓØ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, �Ï×ÔÏÒÑÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ É ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ n = 4s≫ q1=4 É Ô. Ä.



186 ÷. á.àÄÉÎ÷ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ×ÙÛÅ ×Ï�ÒÏÓ ÓÍÏÔÒÑÔ É ÓÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï W ÉÚ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ó Ä×ÕÍÑ ÒÁÓÓÔÏÑ-ÎÉÑÍÉ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ W ÒÁ×ÎÙ ÔÏÌØËÏ d1 É d2,0 < d1 < d2. ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË N = N(n) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÔÁ-ËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ? �ÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ [3, 4℄ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÍÁÌÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.ðÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ N(n) �ÒÉ n→ ∞ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ, ÜÔÏ n2. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË:× Rn+1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ n(n + 1)=2 ÔÏÞÅË W = {12; 0n−1} | Ä×Å �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁ×ÎÙ 1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ n− 1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁ×ÎÙ 0. íÏÖÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ W ⊂ Rn, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x ÉÚ W ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ x1 + : : : + xn+1 = 2. W ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó Ä×ÕÍÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ d1 = √2 Éd2 = 2. ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ N(n) 6 (n+1)(n+2)=2 (A. Blokhuis) ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÔÒÕÄÎÅÅ(�ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ × [4℄).3. íÎÏÖÅÓÔ×Á Ó ÏÄÎÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÏÓÔÁÅÍÓÑ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÂÁÎÁÈÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÏÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ. âÕÄÅÍ Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Õ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ×ÚÁÉÍÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÞÉÓÌÕ. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÅ ÈÏÞÅÔÓÑ. ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ×ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. íÎÏÖÅÓÔ×ÏM∗ = {z = x− y : x ∈M; y ∈M; x 6= y}; M ⊂ Rn;ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍ. ÷ Rn ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×Ù�ÕËÌÕÀ, �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ ÏÂÌÁÓÔØ D Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �.úÁÄÁÞÁ. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ � ÎÁÊÔÉ × Rn ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉN = N(n), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ M∗ ⊂ �.åÓÌÉ � = Sn−1 | ÓÆÅÒÁ, ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ N(n) 6 n+1, É Ï�ÅÎËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ. åÓÌÉ � | ÇÒÁÎÉ�Á ËÕÂÁ, ÔÏ N(n) 6 2n. ï�ÅÎËÁÔÏÞÎÁÑ, × ËÁÞÅÓÔ×Å M ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÚÑÔØ 2n ×ÅÒÛÉÎ ËÕÂÁ. åÓÌÉ� = {x ∈ Rn : |x1|+ : : :+ |xn| = 1}; (7)ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ ÌÉÛØ �ÒÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ n = 1; 2; 3; 4, �ÒÉÞÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÒÁÚÏÂÒÁÎ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÄÁ×ÎÏ [5℄. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å M 2n ÔÏÞÅË Ó ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÁÍÉ {± 12 ; 0; : : : ; 0}, . . . , {0; 0; : : : ; 0;±12} �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ ÓÎÉÚÕ N(n) > 2n. ïÎÁÓÌÕÖÉÔ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÄÌÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ N(n) = 2n, n ∈ N.ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÂÌÉÚËÁ Ë ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ.ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅÓ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØÀ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁf(x) =∑s �se2�isx; sx = s1x1 + : : :+ snxnÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1) �s > 0, �0 > 0; 2) f(x) 6 0, x ∈ �.
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0 e1e2

e3

�ÏÇÄÁ N(n) 6
f(0)�0 : (8)äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ M = {x(k)}N1 É M∗ ⊂ �, ÔÏÇÄÁ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ 2I = N∑k;l=1 f(x(k) − x(l)) = Nf(0) +∑k 6=l f(x(k) − x(l)) 6 Nf(0):ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ 1I =∑s �s N∑k;l=1 e2�is(x(k)−x(l)) =∑s �s∣∣∣ ∑x∈M e2�isx∣∣∣2 > �0N2;ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ (8).äÌÑ � = {x ∈ Rn : max16k6n |xk | = 1} ÎÕÖÎÁÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏf(x) = n∏j=1 
os2 �xi2 = 2−n n∏j=1(1 + 
os�xj):éÍÅÅÍ f(x) = 0, x ∈ �; × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �sÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, �0 = 2−n. úÎÁÞÉÔ, ÉÚ (8) ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ Ï�ÅÎËÕN(n) 6 2n.äÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ � ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅÓÕÍÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÈÏÒÏÛÉÍ Ï�ÅÎËÁÍ N(n), ÎÏ ÄÌÑ �, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ (7),ÎÕÖÎÁÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÔÒÏÉÔØÓÑ �ÏÞÅÍÕ-ÔÏ ÎÅ ÈÏÞÅÔ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ e1; e2; e3 | ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÔÏ-ÒÏÎÁÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÍ. ÒÉÓ.) ðÏÌÏÖÉÍf(x) = 
os e1x 
os e2x 
os e3x = 14 (1 + 
os 2e1x+ 
os 2e2x+ 
os e3x):îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏF = {x ∈ R2 : f(x) 6 0}:÷ÙÂÒÁ× × ËÁÞÅÓÔ×Å � �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ F , ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (8) �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ M∗ ⊂ �, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ



188 ÷. á.àÄÉÎÞÅÔÙÒÅÈ. éÚ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÇÌÁÄËÏÓÔØ� � É ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ D ÏÓÏÂÅÎÎÏÉ �ÎÅ �ÒÉ Þ£Í�. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ Rezni
k B. Sums of even powers of real linear forms // Mem. of the Amer. Math.So
., 1992. V. 96, N. 3.[2℄ Erd�os P. On sets of distan
es of n points // Amer. Math. Monthly, 1946. V. 53.P. 248{250.[3℄ Croft H. T., Fal
oner K. J., Guy R. K. Unsolved problems in Geometry. NewYork: Springer, 1991.[4℄ Koolen J., Laurent M., S
hrijver A. Equilateral dimension of the re
tilinearspa
e // Designs, Codes and Crypt., 2000. V. 21. P. 149{164.[5℄ Lison�ek P. New maximal Two-Distan
e Sets // J. Combin. Theory. Ser. A, 1997.V. 77. P. 318{338.

÷. á.àÄÉÎ, íÏÓËÏ×ÓËÉÊ üÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÓÔÉÔÕÔ



úÁÄÁÞÉ É ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ
ï �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÁÈò. í. �ÒÁ×ËÉÎéÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕË× ÔÒÅÈÂÕË×ÅÎ-ÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉËÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ �ÏÄÒÑÄ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÓÌÏ×Ï). ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄ-ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ÅÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÂÕË×Ù ÓÌÏ×Á ËÁË �Ï�ÁÌÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÊÔÉ Ë ËÏÎÅÞ-ÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÌØÚÑ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏÓÔÉ.äÌÑ 57-Ê ÍÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ (1993 Ç.) á. ÷. ó�É×ÁË �ÒÅÄ-ÌÏÖÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.úÁÄÁÞÁ 1: óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ 32 ÂÕË× ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ-×ÉÔÁ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÕÓËÏ×, ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ �ÒÉ�ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÉ Ó�ÒÁ×Á ÌÀÂÏÊ ÂÕË×Ù ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ?ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÉÚ k ÓÉÍ-×ÏÌÏ× {A1; : : : ; Ak} �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÏÌÏÖÉÍz1 = A1; z2 = A1A2A1; : : : ; zk = zk−1Akzk−1; : : :åÓÌÉ Ë ÓÌÏ×Õ zk = zk−1Akzk−1 �ÒÉ�ÉÓÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌ Ak, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÏ×Ïzk−1Akzk−1Ak, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÕÓËÁ (�ÏÄÓÌÏ×Á) �ÏÄÒÑÄ. åÓÌÉ �ÒÉ-�ÉÓÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ As, Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÕÓËÁ × zk ÎÁÊÄÕÔÓÑ × ÓÉÌÕ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕË�ÉÉ (zk ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ zk−1). úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ.÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 1 ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ: ëÁËÏ×Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÁÑ ÄÌÉÎÁ lk �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ?(k | ÍÏÝÎÏÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ.) éÚ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁlk 6 2k − 1. îÁ 2-Í ÆÅÓÔÉ×ÁÌÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÂÏÅ× �ëÕÂÏË �ÁÍÑÔÉ á. î. ëÏÌÍÏ-ÇÏÒÏ×Á� á. ñ. ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ×ÙÍ ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÅÄÌÁÇÁÌÏÓØÎÁÊÔÉ ÔÏÞÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ.÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÇÄÁ ÚÁ-�ÒÅÝÅÎÏ n-ËÒÁÔÎÏÅ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á. ðÏÌÕÞÅÎ ÔÏÞÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ: nk − 1.äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÄÏËÌÁÄÙ×ÁÌÁÓØ ÎÁ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ ÛËÏÌØÎÉËÏ×àîéïò{99, ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÒ�ÏÒÁ�ÉÅÊ INTEL (ÎÁÕÞÎÙÊ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌØ |á. ñ. ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ×). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(189{193)



190 ò. í. �ÒÁ×ËÉÎïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑîÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ �ÒÉ ÒÁÂÏÔÅ ÓÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ.óÌÏ×Ï | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏ× (ÂÕË×) ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌ-ÆÁ×ÉÔÁ. óÌÏ×Á ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÔÒÏÞÎÙÍÉ ÌÁÔÉÎÓËÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ, Á ÓÉÍ×ÏÌÙÁÌÆÁ×ÉÔÁ | �ÒÏ�ÉÓÎÙÍÉ. äÌÉÎÏÊ |u| ÓÌÏ×Á u ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÕË× × ÓÌÏ-×Å. õÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ É �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÏÏÂÝÅÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÕË×.óÌÏ×Ï uv �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ �ÏÓÌÅ ÓÌÏ×Á u ÓÌÏ×Á v. ðÏÄÓÌÏ×Ï | ÜÔÏ�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ. ÷ ÏÂÒÁÚÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉÏÌÉÍ�ÉÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ �ÏÄÓÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÓËÏÍ. þÅÒÅÚ wn ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
ÌÏ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ n ÒÁÚ �Ï×ÔÏÒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á w (w0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï).ðÕÓÔØ w | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï. �ÏÇÄÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ ww Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ,×ÉÄÁ www | ËÕÂÉÞÅÓËÉÍ, wn | n-ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍ. óÌÏ×Ï, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ �ÏÄÓÌÏ××ÉÄÁ ww, www, wn, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÍ, ÂÅÓËÕÂÎÙÍ,n-ÂÅÓÓÔÅ�ÅÎÎÙÍ. îÁÚÏ×ÅÍ n-ÂÅÓÓÔÅ�ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï n-ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÄÏ-ÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë ÎÅÍÕ Ó�ÒÁ×Á ÌÀÂÏÊ ÂÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÕÄÌÉÎÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑn-ÂÅÓÓÔÅ�ÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ xwn.íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×ÁïÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÅ ÄÌÉ-ÎÙ n-ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á.�ÅÏÒÅÍÁ 1. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ n-ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ kÂÕË× ÒÁ×ÎÁ nk − 1.÷ÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k É n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ n-ËÒÉÔÉÞÅ-ÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ k ÂÕË×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. ðÒÉk = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ k = m. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ u(n;m) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ n-ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï. äÏÂÁ×ÉÍ Ë ÁÌÆÁ×É-ÔÕ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÂÕË×Õ Am+1. �ÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ïu(n;m+ 1) = (u(n;m)Am+1)n−1u(n;m)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÂÅÓÓÔÅ�ÅÎÎÙÍ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ u(n;m + 1) 
ÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏ×Ï v = wn. �ÏÇÄÁ × v ÎÅÔÂÕË×Ù Am+1, �ÏÓËÏÌØËÕ × u(n;m + 1) ÅÓÔØ ×ÓÅÇÏ n − 1 ÂÕË×Á Am+1. úÎÁÞÉÔ, vÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × u(n;m), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ. ÷ ÔÏ ÖÅ×ÒÅÍÑ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë ÓÌÏ×Õ u(n;m+ 1) ËÁË ÂÕË×Ù Am+1, ÔÁË É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊÂÕË×Ù, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÏ×Ï, ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ n-ÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ. �ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á u(n; k), �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ �ÒÉÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1, ÒÁ×ÎÁ nk − 1.äÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÏ×ÏX=N-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ �ÒÉ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë ÎÅÍÕ Ó�ÒÁ×Á ÂÕË×ÙX ÏÎÏ �ÒÉÏÂÒÅ-ÔÁÅÔ ×ÉÄ xwN . úÄÅÓØ N { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ



ï �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÁÈ 191ÉÎÄÅËÓÏÍ X-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÏÓÔÉ). åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ k ÂÕË× (k > 1) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ �Ï ×ÓÅÍ ÂÕË×ÁÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ N1,N2, : : : , Nk, ÔÏ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ (N1; N2; : : : ; Nk)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ n-ËÒÉ-ÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÂÕÄÅÔ ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ �Ï ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Å ÁÌÆÁ×ÉÔÁ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ n(ÈÏÔÑ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÅÒÎÏ).ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (N1; : : : ; Nk)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ. �ÏÇÄÁ
|u| > N1 · : : : ·Nk − 1: (1)éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÅn-ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (n; : : : ; n)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, Á �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕ-ÌÙ (1) �ÒÉ N1 = · · · = Nk = n ÄÁÅÔ nk − 1.ïÓÎÏ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ FA;N . úÄÅÓØ A | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕË×Á,N > 2 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ×ÍÅÓÔÏ FA;N ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ F , ÅÓÌÉ�ÏÎÑÔÎÏ, ËÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A;N ÉÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ). ðÕÓÔØ L > 1, X 6= A. ðÏ Ï�-ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÌÁÇÁÅÍ FA;N (AL) = Amin{L−1;N−2}, FA;N (ALX) = Amin{L−1;N−2}X ,FA;N (X) | �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï. þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ FA;N ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÍ ÓÌÏ×Å u, ÒÁÚÏÂØÅÍ ÓÌÏ×Ï u ÎÁ A-ÂÌÏËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ëÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅu = Ar1X1Ar2X2 : : : ArsXsArs+1 ; (2)ÇÄÅ s | ÞÉÓÌÏ ÂÕË× × ÓÌÏ×Å u, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ A, ri > 0 �ÒÉ i = 1; : : : ; s+1 É Xi 6= A�ÒÉ i = 1; : : : ; s (�ÒÉ s = 0 ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ u = Ar1). éÓ�ÏÌØÚÕÑ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (2), ÓÌÏ×Ï u ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÏÄÓÌÏ×ÁAr1X1; Ar2X2; : : : ; ArsXs; Ars+1 ;ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ A-ÂÌÏËÁÍÉ (ÅÓÌÉ u ÎÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ A, ÔÏ �ÏÄÓÌÏ×Ï Ars+1�ÕÓÔÏ É ÎÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ A-ÂÌÏËÏÍ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÏ×Ï A2B2ACA2 ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁA-ÂÌÏËÉ A2B, B, AC, A2, Á ÓÌÏ×Ï A2B2AC | ÎÁ A-ÂÌÏËÉ A2B, B, AC.åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï u ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ ÎÁ A-ÂÌÏËÉ b1; b2; : : : ; bs, ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀFA;N (u) = FA;N (b1)FA;N (b2) : : : FA;N (bs):ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ FA;N ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:(F1) ÅÓÌÉ u ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ A É ÂÕË×Á X 6= A, ÔÏ F (uX) = F (u)X ;(F2) ÅÓÌÉ u ÎÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ A, ÔÏ F (uv) = F (u)F (v);(F2′) (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á F2) �ÕÓÔØ u1; : : : ; ur | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á, �ÒÉÞÅÍu1; : : : ; ur−1 ÎÅ ËÏÎÞÁÀÔÓÑ ÎÁ A. �ÏÇÄÁ F (u1 : : : ur) = F (u1) : : : F (ur);(F3) F (u) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á F (uv);(F4) F (v) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎ�ÏÍ ÓÌÏ×Á F (uv);(F5) ËÁÖÄÙÊ A-ÂÌÏË ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÂÕË×;



192 ò. í. �ÒÁ×ËÉÎ(F6) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ A-ÂÌÏËÁ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 6 N − 1.îÅÓÌÏÖÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1 ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ u | X=M-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï, ËÏÎÞÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ A ÉN > 2 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ. �ÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï FA;N (u) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ: a) X=M-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅ-ÍÙÍ, ÅÓÌÉ A 6= X ; b) X=(M − 1)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ A = X É M = N .÷Ù×ÏÄ ÌÅÍÍÙ 1 ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2�ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÓÕÍÍÅ ÉÎÄÅËÓÏ× N1 + · · · + Nk. âÅÚÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ u ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÂÕË×ÕA, ÉÍÅÀÝÕÀÎÏÍÅÒ 1 × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ.óÌÕÞÁÊ 1: N1 = 1.ðÕÓÔØ ~u | ÓÌÏ×Ï, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ u ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÂÕË× A. �ÏÇÄÁ~u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ×ÓÅÈ ÂÕË× ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×É-ÔÁ, ËÒÏÍÅ A. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ~u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (N2; : : : ; Nk)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ É ÉÍÅÅÔÓÕÍÍÕ ÉÎÄÅËÓÏ× Í�ÅÎØÛÕÀ, ÞÅÍ u. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ~u Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅ-ÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ |u| > |~u| > N2 · : : : ·Nk − 1 = N1 ·N2 · : : : ·Nk − 1, ÞÔÏ ÉÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.óÌÕÞÁÊ 2: N1 > 1.÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 ÓÌÏ×Ï F (u) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (N1− 1; N2; : : : ; Nk)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, �Ï-ÜÔÏÍÕ Ë ÎÅÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:
|F (u)| > (N1 − 1) ·N2 · : : : ·Nk − 1: (3)ðÕÓÔØ X | ÌÀÂÁÑ ÂÕË×Á ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ A. ðÏÓËÏÌØËÕ u ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁA, ÔÏ F (u)X = F (uX): (4)÷×ÉÄÕ (3) É (4)

|F (uX)| = |F (u)X | > (N1 − 1) ·N2 · : : : ·Nk: (5)÷×ÉÄÕ (F6) É (5) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï A-ÂÌÏËÏ× × ÓÌÏ×Å F (uX) ÎÅ ÍÅÎÅÅ N2 · : : : · Nk,�ÏÜÔÏÍÕ Ó ÕÞÅÔÏÍ (F5) �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ:
|uX | > (N1 − 1) ·N2 · : : : ·Nk +N2 · : : : ·Nk = N1 ·N2 · : : : ·Nk;ÏÔËÕÄÁ |u| > N1 ·N2 · : : : ·Nk − 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï a). ðÏÓËÏÌØËÕ u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ X=M -ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ, ÔÏÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï x É ÔÁËÏÅ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï w, ÞÔÏ uX = xwM . óÏÇÌÁÓÎÏÓ×ÏÊÓÔ×Õ (F4), ÓÌÏ×Ï F (uX) ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ F (wM ). äÁÌÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (F2′),�ÏÓËÏÌØËÕ w ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ X , F (wM ) = (F (w))M . ðÏÓËÏÌØËÕ w ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ AX(ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ M = 1), ÔÏ F (w) ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ X , É, ÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ �ÕÓÔÏ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (F1), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ F (u)X = F (uX).



ï �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÁÈ 193�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ F (u)X ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ (F (w))M . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï-ÓËÏÌØËÕ F (w) ÎÅ �ÕÓÔÏ, F (u) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ X=M -ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØÄÏËÁÚÁÔØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï b). ðÏÓËÏÌØËÕ u Ñ×ÌÑÅÔÓÑA=N -ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, ÔÏ uA = xwNÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á x É ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á w. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ. åÓÌÉ uËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ AN−1, ÔÏ F (u) ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ AN−2, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑA=(N − 1)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ.÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (u)A = F (uA). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÌÉÛØ �ÒÉ N > 2. åÓÌÉ ÂÙ w ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÂÕË× A, ÔÏÓÌÏ×Ï xwN ËÏÎÞÁÌÏÓØ ÂÙ ÎÁAN . îÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÌÉ,ÞÔÏ u ÎÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ AN−1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × w ÅÓÔØ ÂÕË×Á, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ A.ðÏÜÔÏÍÕ w ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ zAk, ÇÄÅ k > 1, Á z ÎÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ A.�ÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï uA = x(zAk)N ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ Ak(zAk)N−1 = (Akz)N−1Ak. óÏÇÌÁÓÎÏÓ×ÏÊÓÔ×Õ (F3), ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï t, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F (Akz) = F (Ak)t.óÏÇÌÁÓÎÏ (F2′),F ((Akz)N−1Ak) = (F (Akz))N−1F (Ak) == (F (Ak)t)N−1F (Ak) = F (Ak)(tF (Ak))N−1:ðÏÓËÏÌØËÕ uA ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ (Ak)N−1Ak, ÔÏ F (u)A = F (uA) ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁF ((Akz)N−1Ak), ËÏÔÏÒÏÅ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ (tF (Ak))N−1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, F (u) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ A=(N − 1)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ò. í. �ÒÁ×ËÉÎ, ÓÔÕÄÅÎÔ ÷ëí îíõ
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æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ÷ÌÁÄ ÷ÉËÏÌ á�ÏÓÔÏÌ á�ÏÓÔÏÌÏ×æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f ◦ f = g, ÇÄÅ g | ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ, ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ×ÓÅÊÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ÷ ÓÔÁÔØÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ, ËÏÇÄÁ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞ-ÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÒÙ×Ï×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØf ÉÍÅÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÒÙ×Ï×, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ. 1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ÓÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f (k)(x) = k ÒÁÚ︷ ︸︸ ︷f ◦ f ◦ · · · ◦ f(x). æÕÎË�ÉÑf (k)(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-Ê ÉÔÅÒÁ�ÉÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f . ðÒÉ ÜÔÏÍ f (−1)(x) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, Á f (−k)(x) ÅÓÔØ (f (−1))(k)(x). ñÓÎÏ, ÞÔÏ (f (m))(n)(x) == f (mn)(x). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ f (1=2)(x) ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ g, ÔÁËÕÀ ÞÔÏg(g(x)) = f(x) (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ f (1=k)(x) É ÄÁÌÅÅ f (r=q)(x)). �ÁËÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÌÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ. æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅËÏÒÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÔÁË ËÁËÏÎÉ ÄÅÌÁÀÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ Ë ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÍÕ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÍÅÎÔÏ× ×ÒÅÍÅ-ÎÉ : : : ;−1; 0; 1; : : : É ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �Ï ÚÁËÏÎÕ w(t + 1) = g(w(t)).åÓÌÉ ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÔÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅw(t) → w(t + 1=2) ÄÏÌÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ f , ÞÔÏ f(f(x)) ≡ g(x).íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ×ËÌÀÞÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ, ÁÎÁÌÉÚ ÄÁÎÎÙÈ × ÈÁÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ É ÍÎÏÇÏÅ ÄÒÕÇÏÅ. éÔÅÒÉ-ÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÇÒÁÅÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ É �ÒÉ Ï�ÉÓÁÎÉÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÓÉÓÔÅÍ × ÄÒÕÇÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈÏÂÌÁÓÔÑÈ, ËÁË ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÜËÏÌÏÇÉÉ, Ü�ÉÄÅÍÉÏÌÏÇÉÉ, Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÉÎÄÕÓÔÒÉÁÌØ-ÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×, ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× É ÔÅÏÒÉÉ ÔÕÒÂÕÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÜÔÉÈ ×Ï�ÒÏÓÁÈ ÓÍ. [1{10℄.îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ-�ÅÎÉ, Ô. Å. Ï ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉf ◦ f = g: (1)ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ× ËÌÁÓÓÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ Ó×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �Ï ÒÁÚÕ, Ô. Å. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g(x) = g(y) ×ÌÅÞÅÔíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(194{202)



æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ 195ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x = y. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ f(x) = f(y) ÓÌÅÄÕÅÔ f(f(x)) = f(f(y)), ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÏ g(x) = g(y), �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ f �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ Ó×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÀ f ÜÔÏ ×ÌÅÞÅÔ ÅÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ, Ô. Å.f ÌÉÂÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÌÉÂÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ f ◦ fÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ g.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f ÂÙÔØ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ(1) ÞÁÓÔÏ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ �ÒÉ g(x) = −x. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÔÅÍ,ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ f , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀf(f(x)) = −x; (2)| ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ÇÒÁÆÉËÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÓÅÂÑ �ÒÉ�Ï×ÏÒÏÔÅ ÎÁ 90◦ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.úÁÄÁÞÉ1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÒÁÆÉËÏ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2).2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎË�ÉÀ f ÓÏ ÓÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-ÝÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (2) É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f(0) = 0, x0 = 0. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xk,k = 1; : : : , ÔÁËÕÀ ÞÔÏ xk > 0, xk → ∞. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ R \ {0} × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÁÒ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× Dk = (xk−1; xk℄ ∪ [−xk;−xk−1).ðÕÓÔØ yk = xk−1 + xk2 . ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2)Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Dk, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ (xk−1; yk℄,(yk; xk ℄, [−xk;−yk), [−yk;−xk−1).3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (−1; 1). á ÔÁË-ÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ f (2k) = −x ÓÏ ÓÞÅÔÎÙÍÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ f(0) = 0, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ.2. üÆÆÅËÔÙ ÞÅÔÎÏÓÔÉéÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(f(x)) = g(x), ÇÄÅ g | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑÆÕÎË�ÉÑ, × ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ (Á ÎÅ ÓÞÅÔÎÙÍ) ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.îÁ 53-Ê íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ á. ñ. âÅÌÏ×ÙÍ ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.úÁÄÁÞÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ f(f(x)) = −x, ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ Á)ÏÔÒÅÚÏË [−1; 1℄; Â) ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (−1; 1)?ïÔ×ÅÔÙ × �ÕÎËÔÁÈ Á) É Â) ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÍÉ. ÷ �ÕÎËÔÅ Á)ÏÔ×ÅÔ �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�, × �ÕÎËÔÅ Â) ÏÔ×ÅÔ �ÎÅÔ�!îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ïorb(x0) = {f (n)(x0) | n ∈ N}:



196 ÷ÌÁÄ ÷ÉËÏÌ, á�ÏÓÔÏÌ á�ÏÓÔÏÌÏ×áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÒÂÉÔÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×orb(I) = { {f (n)(I)} | n ∈ N}:òÅÛÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ Á). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f : [−1; 1℄ → [−1; 1℄ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ f(f(x)) = −x. ðÏÌÏÖÉÍ f(0) = 0, É �ÕÓÔØÆÕÎË�ÉÑ f ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ 1=2 7→ −1 7→ −1=2 7→ 1 7→ 1=2. îÁ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 1,Ô. Å. f((−1=2; 0)) = (−1;−1=2), f((0; 1=2)) = (1=2; 1), f((1=2; 1)) = (−1=2; 0),f((−1;−1=2)) = (0; 1=2). óÒÁ×ÎÉÔÅ Ó ÒÉÓ. 2, ÇÄÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÏÒÂÉÔÁ ÔÏÞËÉ x. �
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òÉÓ. 1. çÒÁÆÉË f

01
−1

1=2
−1=2òÉÓ. 2. ïÒÂÉÔÁ xòÅÛÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ Â). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ f : (−1; 1) →(−1; 1) Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(f(x)) = −x.åÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ f ÂÉÅËÔÉ×ÎÁ, Á 0 | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÅ�Ï-Ä×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, f(x) = f(y) ⇒ f(f(x)) = f(f(y)) ⇒ −x = −y ⇒ x = y;z = −(−z) = f(f(−z)) = f(s), ÇÄÅ s = f(−z); f(x) = x ⇒ f(x) = f(f(x)) = −x,ÏÔËÕÄÁ x = −x, Ô. Å. x = 0.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ 4ÜÌÅÍÅÎÔÁ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, f(f(f(f(x)))) = −(−x) = x. åÓÌÉ x 6= 0, ÔÏ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ,f(x) 6= x, f(f(x)) = −x 6= x É ÅÓÌÉ x = f(f(f(x))), ÔÏ f(x) = f(f(f(f(x)))) = x,Ô. Å. x = 0.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A = {a1; a2; : : : ; an} ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎË�ÉÉ f É �Ï-ÌÏÖÉÍ A∗ := {0} ∪ ⋃a∈A orb(a):üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×�ÏÌÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f , Ô. Å.f(y) ∈ A∗ ⇐⇒ y ∈ A∗:



æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ 197ðÕÓÔØ b1; b2; : : : ; bm | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A∗, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁ-ÓÔÁÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÂÉÔÁ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚ A∗, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ 4 ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁ, ÔÏ m = 4k + 1; k ∈ N: (3)ðÏÌÏÖÉÍ I1 = (−1; b1), Im+1 = (bm; 1), É ÄÌÑ 2 6 j 6 m �ÕÓÔØ Ij = (bj−1; bj).ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÕÀ ÎÉÖÅ, Ë I = (−1; 1) É M = A∗, �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ f -ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ij ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ m+1 = 4pÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p ∈ N. îÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (3), Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀÆÕÎË�ÉÉ f Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. �úÄÅÓØ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÓ�ÅËÔ ÚÁÄÁÞÉ. íÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÉ-ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, ËÒÏÍÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ, ÒÁ×ÎÁ 4 É �ÏÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÏ× �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 4k+1. îÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÄÌÉÎÁÏÒÂÉÔÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÁ 4, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.3. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁåÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÄÁÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï-×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ f ◦ f = g?ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÄÁÅÔïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ g : R → R | ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ-�ÅÎÉ ÉÚ g Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.÷ÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÚÁÄÁÎÙ ÆÕÎË�ÉÉ f É g, �ÒÉÞÅÍg ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ. ðÕÓÔØ f É g ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, Ô. Å. f ◦ g == g ◦ f . �ÏÇÄÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÅÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÅ g(x0).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË-�ÉÉ g ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ g(−1). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÀ, Á �ÏÔÏÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ g ÎÁ g(−1).ðÕÓÔØ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0. ðÏÌÏÖÉÍ y0 = g(x0) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (yn), ÔÁËÕÀ ÞÔÏ yn → y0. ðÏÌÏÖÉÍ xn = g(−1)(yn).�ÏÇÄÁ xn → x0, �ÏÓËÏÌØËÕ g(−1) | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÁË ËÁË f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ× ÔÏÞËÅ x0, ÔÏ f(yn) = f(g(xn)) = g(f(xn)) → g(f(x0)) = f(g(x0));ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �ðÕÓÔØ f ◦ f = g. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f É g ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (1) ÏÒÂÉÔÁ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎË�ÉÉ f �ÏÄ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅÍ g ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ËÏÎÅÞÎÏ,ÔÏ É ÏÒÂÉÔÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ËÏÎÅÞÎÁ.



198 ÷ÌÁÄ ÷ÉËÏÌ, á�ÏÓÔÏÌ á�ÏÓÔÏÌÏ×óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ I = ∞⋂k=0 g(k)(R), ÇÄÅ g | ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,f (s)(x) = g(x). åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÏ×ÓÅ ÏÎÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ I.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÎÅ I ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÏÒÂÉÔÕ. ïÓÔÁÅÔÓÑ�ÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. �úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ g | ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, g(R) | ÏÔ-ËÒÙÔÙÊ ÌÕÞ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s > 1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f (s)(x) = g(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ× ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.õËÁÚÁÎÉÅ. ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÉÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁ R \ g(R). åÓÌÉ 
 | ÇÒÁÎÉ�Á g(R), ÔÏ f(
) 6= 
, ÉÎÁÞÅ ÂÙÌÏ ÂÙ g(
) == 
. ðÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f(
) ∈ g(R), ÏÔËÕÄÁ f(R \ g(R)) ⊂ g(R). ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑf(g(R)) = g(f(R)) ⊂ g(R), Ô. Å. f(R) ⊂ g(R). �ÁË ËÁË f ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ, ÔÏg(R) ( g(R) | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ë. íÁÌØËÏ×Á, Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎ-ÎÏÊ × ÓÂÏÒÎÉËÅ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ�, �3, 1999, Ó. 232, �ÏÄ ÎÏÍÅÒÏÍ3.3; ÒÅÛÅÎÉÅ ë. íÁÌØËÏ×Á Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ × �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÉ�, �5,2001, Ó. 227{228.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ I ⊆ R | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, Á f : I → I | ÂÉÅËÔÉ×ÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË M ⊂ I , |M | = m, ×�ÏÌÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f . ðÕÓÔØ {Ij}m+1j=1 | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ I ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M . �ÏÇÄÁ:(i) åÓÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ Ij , ÔÏ f(Ij) = Ik ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ1 6 k 6 m+ 1.(ii) åÓÌÉ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ Ë (i), f ◦ f ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ f (4)(Ij) = Ij ÄÌÑ ×ÓÅÈ1 6 j 6 m+ 1.(iii) åÓÌÉ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ Ë (i) É (ii), ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ x0 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M Éf(f(x0)) = x0, ÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ij ÉÍÅÅÔ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (i) úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï É ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ij . æÕÎË�ÉÑ f ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ Ij ÎÁ f(Ij) ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏ É ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ f(Ij) = (
; d) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ 
; d ∈ I . ðÏÓËÏÌØËÕIj ∩M = ∅, Á M ×�ÏÌÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f , ÔÏ (
; d) ⊆ Ik ÄÌÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ 1 6 k 6 m + 1. éÓ�ÏÌØÚÕÑ f (−1) É ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏf(Ij) = Ik .(ii) �ÁË ËÁË f (2) ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ f (4) ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. éÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏj − 1 ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÓÌÅ×Á ÏÔ Ij . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (i) Ë f (4), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ j−1 ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÓÌÅ×Á ÏÔ f (4)(Ij). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f (4)(Ij) = Ij .(iii) éÚ (ii) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ij ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 1, 2 ÉÌÉ4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f(f(Ij)) = Ij . �ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ f ◦ f ÓÔÒÏÇÏ



æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ 199ÕÂÙ×ÁÅÔ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ Ij , ÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓ-Ô×ÕÅÔ x ∈ Ij , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(f(x)) = x. îÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÏÖÅÔÉÍÅÔØ ÌÉÛØ ÏÄÎÕ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ. úÎÁÞÉÔ, x = x0 ∈ M , | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 4. �ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ g | ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f ◦ f = g. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÉ f É g ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀÔÏÞËÕ, �ÒÉÞÅÍ ÏÂÝÕÀ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØÌÉÛØ ÏÄÎÕ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ �Ï ÔÅÏ-ÒÅÍÅ Ï �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ x0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. �ÏÇÄÁ f(x0) == f(g(x0)) = g(f(x0)), Ô. Å. f(x0) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉg. úÎÁÞÉÔ, f(x0) = x0. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ f(x) = x, ÔÏ g(x) = f(f(x)) = x, ÏÔËÕÄÁx = x0. �ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ I ⊂ R | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, Á f; g : I → I ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏf ◦ f = g, �ÒÉÞÅÍ g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÂÉÅËÔÉ×ÎÁ, Á f ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏ-ÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊÆÕÎË�ÉÉ g, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ f-ÏÒÂÉÔÕ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎË�ÉÉ f . ðÏ-ÓËÏÌØËÕ g É f ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÔÏ �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 ÌÅÍÍÙ 1 g(A) ⊆ A. �ÁË ËÁË AËÏÎÅÞÎÏ, Á ÆÕÎË�ÉÑ g ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ, ÔÏ g(A) = A. ðÕÓÔØ a ∈ A É g(a) 6= a. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ g ◦ g ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É g(g(A)) = A, ÔÏ g(g(a)) = a, Ô. Å. f (4)(a) = a.�ÁË ËÁË g(a) 6= a, ÔÏ f(a) 6= a É f (3)(a) = f (−1)(a) 6= a, Ô. Å. a ÉÍÅÅÔ ÏÒÂÉÔÕ ÉÚ 4ÔÏÞÅË. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË-�ÉÑ f , ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, g(n+1)(R) ⊆
⊆ g(n)(R) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ N. ðÏÓËÏÌØËÕ g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÔÏg(k)(R) | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ × R. ðÏÌÏÖÉÍI = ∞⋂k=0 g(k)(R):ðÏÓËÏÌØËÕ g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ g(x) = x ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ x0. �ÏÇÄÁ g(k)(x0) = x0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ∈ N, ÏÔËÕÄÁ x0 ∈ I , Ô. Å. I 6= ∅.ðÏÓËÏÌØËÕ I | ÓÞÅÔÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÔÏ I Ó×ÑÚÎÏ. ðÒÉÜÔÏÍ g(I) = I . ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ I ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ × ÓÉÌÕ ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÏÓÔÉ g. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ I = [a; b℄ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a < b. �ÁË ËÁË g ÓÔÒÏÇÏÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ g(a) = b; g(b) = a. îÏ ËÏÎ�Ù �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÎÅ ×ÌÉÑÀÔ ÎÁ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕ-ÖÄÅÎÉÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ I ÏÔËÒÙÔÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ.ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Aext ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎË�ÉÉ f É ÔÏÞËÉx0. éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 ÌÅÍÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Aext ⊂ I . ðÒÉÍÅÎÉ× ÌÅÍÍÙ 3 É 4Ë f; g : I → I , �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Aext ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4p + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p ∈ N. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ4p + 2 ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×. ðÒÉÍÅÎÉ× Ë I ÌÅÍÍÕ 2(iii) Ó M = Aext, �ÏÌÕÞÁÅÍ,



200 ÷ÌÁÄ ÷ÉËÏÌ, á�ÏÓÔÏÌ á�ÏÓÔÏÌÏ×ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ij ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É �ÏÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 4, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 4p+2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ×ÅÄÅÔ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. �4. ðÏ�ÙÔËÁ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑåÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. á ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑg : R → R ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ? ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉg ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ f , ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ f ◦ f = g, ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ�ÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÑ g ÉÍÅÌÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-ÎÙÅ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I ⊂ R É ÆÕÎË�ÉÉf; g : I → I Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔÉ f(f(x)) = g(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ I.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÄÅÓØ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÎÅ Ó ×ÙÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ g Ó �ÏÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ f , Á Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÁÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f . äÌÑ ÏÂÌÅÇÞÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ I = (−16; 16), ×ÍÅÓÔÏ (−1; 1).
ðÕÓÔØ f : (−16; 16)→ R; f(x) =






x2 + 2 �ÒÉ x ∈ (−16;−8);
−x2 + 10 �ÒÉ x ∈ (−8; 0);
−x2 − 10 �ÒÉ x ∈ (0; 8);x2 − 2 �ÒÉ x ∈ (8; 16);

−2 �ÒÉ x = −8;
−10 �ÒÉ x = 0;2 �ÒÉ x = 8:ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f ÉÍÅÅÔ 3 ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á É ÞÔÏ g := f◦f ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔÉ ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ 3 ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á. þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ Õ×ÉÄÅÔØ �ÏÌÕÞÉ×ÛÕÀÓÑ ËÁÒÔÉÎÕ,ÓÍ. ÒÉÓ. 3 É ÒÉÓ. 4. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅ-ÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ 180◦ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÉÓ. 1).âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉíÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔØ áÌÅËÓÅÑ âÅÌÏ×Á É ç£Ô�Á ðÆÁÎÄÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÚÎÁ-ËÏÍÉÌÉ ÎÁÓ Ó ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ f ◦ f = − id, Á ÔÁËÖÅ áÌÅËÓÁÎÄÒÁâÕÆÅÔÏ×Á ÚÁ �ÏÌÅÚÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É âÏÒÉÓÁ æÒÅÎËÉÎÁ ÚÁ ÒÅÄÁË�ÉÏÎÎÕÀ �ÒÁ×ËÕ.
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ëÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �ÕÔÉ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁí. î. ÷ÑÌÙÊíÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÙ. äÌÉÎÙ ÒÅÂÅÒ �ÁÒÁÌÌÅ-ÌÅ�É�ÅÄÁ ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ 
 > b > a.äÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ Ä×ÅÔÏÞËÉ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ.÷ ÏÓÅÎÎÅÍ ÔÕÒÅ 25-ÇÏ �ÕÒÎÉÒÁ çÏÒÏÄÏ× ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ (Á×ÔÏÒ |ó. ÷. íÁÒËÅÌÏ×):÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÁÍÏÊ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ ÔÏÞËÏÊÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÅÊ ×ÅÒÛÉÎÁ?ïÔ×ÅÔ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a; b; 
 É ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒÙ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ. îÉÖÅ ÍÙ ÄÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊa; b; 
.ïÔÍÅÔÉÍ Ä×Á ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ �ÕÔÅÊ:(Á) ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÔÏ É ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÌÅÖÉÔ × ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ�ÕÔÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ);(Â) ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ Ä×ÁÖÄÙ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÇÒÁÎØ (ÕÞÁÓÔÏË�ÕÔÉ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÞÁÓÔÑÍÉ �ÕÔÉ �Ï ÇÒÁÎÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË ×ÎÕ-ÔÒÉ ÇÒÁÎÉ É ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÄÌÉÎÕ �ÕÔÉ).çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÕÔØ, ËÁÖÄÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ |ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ ÍÅÖÄÕ ÅÅ ËÏÎ�ÁÍÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÊ �ÕÔØ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏÍÁÎÏÊ.çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÊ �ÕÔØ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÏ ×ÅÒ-ÛÉÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÇÏ �ÕÔÉ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÇÒÁÎÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÄÁÎ-ÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÅ ÒÅÂÒÏ. ïÓÔÁÌØÎÏÅ ÑÓÎÏ ÉÚ ÒÉÓ. 1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÊ �ÕÔØ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ(É ÅÓÌÉ) ÏÎ ÎÅ �Ï�ÁÄÅÔ × ÏÄÎÕ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ. ðÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅ-ÒÅÚ ÒÅÂÒÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÊ �ÕÔØ ÎÕÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÒÁÚ×ÅÒÔËÅ ÏÎÂÙÌ �ÒÑÍÙÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2). ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÔÉ�ÏÍ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÇÏ �ÕÔÉ ÎÁÚÏ-×ÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÂÅÒ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÜÔÏÔ �ÕÔØ.çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÊ �ÕÔØ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �Ï ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÍÕ ÔÉ�Õ, ÎÁ-ÞÁÌØÎÏÊ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÁÍ (�ÏÓÌÅ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÇÒÁÎÅÊ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÈÏÄÉÔÜÔÏÔ �ÕÔØ, × ÏÄÎÕ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÏÎ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ �ÒÑÍÏÊ).íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(203{206)
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òÉÓ. 1. òÉÓ. 2.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÎØ F �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ É ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �ÕÔÉ ÉÚ ÔÏÞËÉX × ÔÏÞËÉÇÒÁÎÉ F . éÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á (Â) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ �ÕÔÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÑËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �ÕÔÉ × �ÌÏÓËÏÓÔØ ÇÒÁÎÉ F × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉÔÉ�ÁÍÉ, �ÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÏ× ÔÏÞËÉ X : X1; : : : ; Xn.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË X1; : : : ; Xn ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ÂÌÉÚÏÓÔÉ: ÏÂÌÁÓÔØ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ Vj ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞËÁ Xj | ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ. çÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÙ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË | �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÉÌÉ ÌÕÞÉ,ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÈ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁÈ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÁÒÁÍ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË.÷ ÔÏÞËÕ Y , ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ Vj ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÙ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÏ× ÔÏÞËÉX , ×ÅÄÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ�ÕÔØ ÉÚ X (ÎÁ ÒÁÚ×ÅÒÔËÅ ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË XjY ), Á × ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉ�ÙÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ×ÅÄÅÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊÍÅÒÅ Ä×Á ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ �ÕÔÉ (× ÔÏÞËÕ Y , ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÏÂÌÁÓÔÅÊ Vj ,Vk, ×ÅÄÕÔ Ä×Á ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ �ÕÔÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÎÁ ÒÁÚ×ÅÒÔËÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÔÒÅÚËÉXjY , XkY ).îÁÚÏ×ÅÍ ÔÏÞËÕ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ ÄÁÌØÎÅÊ ÏÔ X , ÅÓÌÉ × ÎÅÅ ×Å-ÄÅÔ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ ÉÚ X . íÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�ÁÈÄÉÁÇÒÁÍÍ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ ÇÒÁÎÅÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÁÌØÎÉÍÉ ÏÔ X . ïÂÒÁÔÎÏÅÏÞÅ×ÉÄÎÏ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÁÍÁÑ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ ÏÔ X ÔÏÞËÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ-ÎÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ É �ÏÔÏÍÕ ÂÕÄÅÔ ÄÁÌØÎÅÊ ÏÔ X (ÄÌÑÔÏÞËÉ Y , ÌÅÖÁÝÅÊ ×ÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ Vj , ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË XjY ×ÎÕÔÒÉÏÂÌÁÓÔÉ Vj).ìÅÍÍÁ 135. ðÕÓÔØ Ä×Å ÇÒÁÎÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÅ ÒÅÂÒÏ V W ,Á ÔÏÞËÁ X ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÇÒÁÎÅÊ, �ÒÉÞÅÍ ∠XVW > 45◦. �ÏÇÄÁ× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ V ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÁÌØÎÉÈ ÔÏÞÅË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁV Y , �ÒÉÞÅÍ ∠XV Y = 135◦.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÍ. ÒÉÓ. 3. ÷ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ �Õ-ÔÉ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ V W ËÏÎËÕÒÉÒÕÀÔ ÔÏÌØËÏ Ó �ÕÔÑÍÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÒÅÔØÀÇÒÁÎØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ V . åÓÌÉ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔØ ÜÔÕ ÔÒÅÔØÀ ÇÒÁÎØ ××ÅÒÈ ÏÔ �ÒÁ×ÏÊ ÇÒÁ-ÎÉ, ÔÏ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÎÅÅ ÂÕÄÅÔ ÇÒÁÎØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÕ X . çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÊ �ÕÔØ,ÉÄÕÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÇÒÁÎÉ, �ÒÉ ÔÁËÏÊ ÒÁÚ×ÅÒÔËÅ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÎÁÞÉ-ÎÁÀÝÉÍÓÑ × ÔÏÞËÅ X ′, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ X �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ 90◦. �ÏÞËÁ VÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅ Ë ÏÔÒÅÚËÕ XX ′, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ V Y ÌÅÖÉÔÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅ, ÔÏ ∠XV Y = 135◦. �
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òÉÓ. 4.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÄÌÉÎÙ ÒÅÂÅÒ ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 4 (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ
 > b > a). îÁ ÜÔÏÍ ÖÅ ÒÉÓÕÎËÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÄÁÌØÎÉÈ ÏÔ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ A.÷ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÒÏÍÅ C ′, ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ A. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ-×ÌÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÁÌØÎÉÈ ÔÏÞÅË, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÅÍÍÅ 135. ðÏ ÜÔÉÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÏÞËÉ E, K; ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ×EF (KH) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÉÎ �ÕÔÅÊ ÔÉ�Ï× (BB′; B′C ′) É(A′D′) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, (DD′) É (BC); (CC ′)). ïÔÒÅÚÏË HC ′ ÔÁËÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÄÁÌØÎÉÈ ÔÏÞÅË, ÔÁË ËÁË × ÅÇÏ ÔÏÞËÉ ×ÅÄÕÔ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �ÕÔÉ ÔÉ�Ï× (DD′) É (BB′).ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× �Ï ÏÞÅ-ÒÅÄÉ ×ÓÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÇÒÁÎÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,× ÔÏÞËÉ ÏÂÌÁÓÔÉ BB′C ′H ×ÅÄÕÔ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �ÕÔÉ ÔÉ�Á (BB′). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,�ÕÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ BC, ÄÌÉÎÎÅÅ, ÔÁË ËÁË ÄÌÉÎÙ �ÕÔÅÊ ÔÉ�Ï× (BB′)É BC ÒÁ×ÎÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ BH . ðÕÔÉ ÔÉ�Á (DD′; CC ′), �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÏÔÒÅÚÏËHC ′, ÄÌÉÎÎÅÅ, ÔÁË ËÁË ÄÌÉÎÙ �ÕÔÅÊ ÔÉ�Ï× (DD′) É (BB′) ÒÁ×ÎÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ C ′H .ðÕÔÉ, �ÒÉÈÏÄÑÝÉÅ ÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÕÀ ÇÒÁÎØ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ B′C ′, ÄÌÉÎÎÅÅ, ÔÁËËÁË ÉÈ ÏÔÄÅÌÑÅÔ ÏÔ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ ÌÏÍÁÎÁÑ B′EFC ′ (ÎÁ Ú×ÅÎØÑÈ ÜÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÒÁ×ÎÙÄÌÉÎÙ �ÕÔÅÊ ÔÉ�Á (BB′; B′C ′) É �ÕÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ �Ï�ÁÄÁÀÔ ÎÁ ÇÒÁÎØ A′B′C ′D′ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ.�Å�ÅÒØ ÎÁÊÄÅÍ ÓÁÍÕÀ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ A. îÁ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÄÁÌØÎÉÈ ÔÏÞÅË, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÌÏÍÁÎÏÊ EFC ′, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÒÉÓÕÎËÁ É ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÎÁ Î£Í ÓÔÒÅÌËÁÍÉ. òÁÚ×ÅÒÎÕ×ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �ÕÔÉ, ×ÅÄÕÝÉÅ Ë ÔÏÞËÁÍ ÏÔÒÅÚËÁ EF , ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 5, ×ÉÄÉÍ,ÞÔÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ | ÏÔ E Ë F . éÔÁË, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊÔÏÞËÏÊ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ A ÂÕÄÅÔ ÌÉÂÏ C ′, ÌÉÂÏ F (ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ �ÒÑÍÏÊ |×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ).òÁÚ×ÅÒÔËÁ �ÕÔÅÊ, ×ÅÄÕÝÉÈ Ë ÏÔÒÅÚËÕ C ′F , �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ∠FC ′D′ = 45◦.ïÓÔÁÌÏÓØ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÎÅÓÌÏÖÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ÷×ÅÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÎÁÞÁ-ÌÏÍ × C ′ (ÒÉÓ. 5), ÏÓØ ÁÂÓ�ÉÓÓ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ �Ï ÌÕÞÕ C ′D′, Á ÏÓØ ÏÒÄÉÎÁÔ |�Ï ÌÕÞÕ C ′B′. �ÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ C ′F ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (t; t), ÔÏÞËÁ F ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÀ t(F ) = a(
− b)=(2
) (�ÒÏ×ÅÒËÕ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÄÌÑÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ).
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A(a + c, b) = A2

A(−c, a + b) = A1

A(a + b,−c) = A3
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òÉÓ. 5.òÁÚÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÒÁ×ÎÁ
|A1F |2 − |A1C ′|2 = 2t2 + 2(
− a− b)t:ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÛÉÎÁ C ′ (�ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÅ A) ÂÕÄÅÔ ÓÁÍÏÊ ÕÄÁ-ÌÅÎÎÏÊ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ A �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ
 6 a+ b− a(
− b)2
 :úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 
 > a + b, ÔÏ ÓÁÍÏÊ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙA ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ F . (÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÒÁÓÔÅÔ �ÒÉÄ×ÉÖÅÎÉÉ ÏÔ C ′ Ë F .) ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ0 < 
− a− b < a(
− b)
ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ A ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ: × ÔÏÞËÁÈ F É C ′ ÉÓÅÄÌÏ×ÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ C ′F .÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ | ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ.1. (ó. ÷. íÁÒËÅÌÏ×) íÏÖÅÔ ÌÉ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ �ÒÏÈÏÄÉÔØ �Ï 4 ÇÒÁÎÑÍ? �Ï 5 ÇÒÁÎÑÍ? �Ï ×ÓÅÍ ÇÒÁ-ÎÑÍ? (ëÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ A �ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ �Ï ÔÒÅÍ ÇÒÁÎÑÍ.)2. (á. ûÅÎØ) ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ �ÕÔÅÊÍÏÖÅÔ ×ÅÓÔÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ × ÔÏÞËÕ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊÇÒÁÎÉ?3. þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÄÉÁÍÅÔÒ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔÄÌÉÎ ÒÅÂÅÒ a; b; 
?á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÏÇÏ ÚÁ �ÅÎÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ É ó. á. äÏÒÉÞÅÎËÏÚÁ �ÏÍÏÝØ × �ÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÍÅÔËÉ.
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Problems.Ru É �ÒÏÂÌÅÍÙ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉð. ÷. óÅÒÇÅÅ× é. ÷. ñÝÅÎËÏ∗1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðÒÏ-Ó×ÅÝÅÎÉÑ� Ï ÎÁÛÅÍ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-�ÒÏÅËÔÅ Problems.Ru1); Ï ÔÅÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÈ, Ó ËÏÔÏ-ÒÙÍÉ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÓÔÁÌËÉ×ÁÔØÓÑ �ÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÏÌØ ÍÁÓÛÔÁÂÎÏÇÏ �ÌÁÎÁ, É ÏÔÅÈ ÓËÒÏÍÎÙÈ ÕÓ�ÅÈÁÈ, ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÍ ×Ó£ ÖÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏÓÔÉÞØ. íÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏÎÁÛÉ ËÏÌÌÅÇÉ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÏÄÅÌÑÔÓÑ Ó ÎÁÍÉ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁÎÉÑÍÉ É �ÅÎÎÙÍÉÒÅËÏÍÅÎÄÁ�ÉÑÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × ÒÕÓÓËÏÑÚÙÞÎÏÍ ÓÅË-ÔÏÒÅ ×ÓÅÍÉÒÎÏÊ �ÁÕÔÉÎÙ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÓÁÊÔÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÔÁËÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ×ÓÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÎÁÛÅÇÏ �ÒÏÅËÔÁ ÏÝÕÝÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÅ-È×ÁÔËÕ Ï�ÙÔÁ É Ó ÒÁÄÏÓÔØÀ �ÒÉÓÌÕÛÁÀÔÓÑ Ë ×ÁÛÉÍ ÓÏ×ÅÔÁÍ.ïÄÎÉÍ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ×Ï�ÒÏÓÏ×, ×ÓÔÁ×ÛÉÈ �ÒÉ ÓÏÚÄÁÎÉÉ Problems.Ru, ÂÙÌ ×Ï-�ÒÏÓ, ËÁË ÈÒÁÎÉÔØ É �ÏËÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÀ ÔÁËÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ, ÞÔÏÂÙÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÎÁÊÔÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ, É ÎÅ ÚÁÂÌÕÄÉÔØÓÑ × ÏÇÒÏÍÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å �Á-ÒÁÍÅÔÒÏ×. ï ÔÏÍ, ËÁË ÜÔÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ÎÁ ÎÁÛÅÍ ÓÁÊÔÅ, ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍÎÉÖÅ. 2. îÅÍÎÏÇÏ ÉÓÔÏÒÉÉðÅÒ×ÙÍ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÚÎÁÞÉÍÙÍ �ÒÏÅËÔÏÍ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÂÁÚÙ ÚÁÄÁÞÂÙÌÁ ÓÉÓÔÅÍÁ �úÁÄÁÞÉ�, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÁÑ ÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÌÅËÔÉ×ÏÍ Á×ÔÏÒÏ× (í. á. âÕ-ÚÉÎÉÅÒ, ò. ë. çÏÒÄÉÎ, á. ñ. ëÁÎÅÌØ, ó. é. �ÒÉÆÏÎÏ×, é. æ. ûÁÒÙÇÉÎ. . . ). ÷ ÎÁÓÔÏ-ÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÁ × ÓÏÓÔÁ× Problems.Ru . üÔÏ ÂÙÌ ÓÏ×ÍÅÓÔ-ÎÙÊ �ÒÏÅËÔ ÍÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÛËÏÌÙ �57 É äîî�í (ÆÉÌÉÁÌ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ çÏÒÏÄÓËÏÇÏä×ÏÒ�Á äÅÔÓËÏÇÏ É àÎÏÛÅÓËÏÇÏ �×ÏÒÞÅÓÔ×Á). óÉÓÔÅÍÁ �úÁÄÁÞÉ� ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁ-ÎÑÌÁÓØ ÎÁ ÄÉÓËÅÔÁÈ, Ó ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÔÏÍ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÌÁÓØ ÎÁ ËÏÍ�ØÀÔÅÒ. ÷ ÄÁÌØ-ÎÅÊÛÅÍ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚ×É×ÁÌÁÓØ × íãîíï É ÂÙÌÁ �ÅÒÅÎÅÓÅÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÓÁÊÔ�úÁÄÁÞÉ �Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ�, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÞÁÓÔØÀ ×ÅÂ-ÕÚÌÁ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ãÅÎÔÒÁ îÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ïÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (íãîíï). ìÏËÁÌØÎÁÑ, ÎÅÓËÏÌØËÏÕ�ÒÏÝÅÎÎÁÑ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á �ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ, ×ÅÒÓÉÑ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ×Ï ×ÓÅ ÛËÏ-ÌÙ Ç. íÏÓË×Ù �ÒÉ ÓÏÄÅÊÓÔ×ÉÉ äÅ�ÁÒÔÁÍÅÎÔÁ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ç. íÏÓË×Ù. ÷ ÎÁ-ÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÑÄ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-�ÒÏÅËÔÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÚÁÄÁÞÉ �Ï ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÅ É ÎÅ ÔÏÌØËÏ. ëÒÏÍÅ ÕÖÅ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÇÏ ÓÁÊÔÁ íîãíï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ

∗ðÏÄÄÅÒÖÁÎÏ ÇÒÁÎÔÏÍ îû-2251.2003.11)ðÒÏÅËÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ äÅ�ÁÒÔÁÍÅÎÔÁ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ç. íÏÓË×Ù É áîï�îÁÕÞÎÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ �ÅÎÔÒ "ûËÏÌÁ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ\�.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(207{214)



208 ð. ÷. óÅÒÇÅÅ×, é. ÷. ñÝÅÎËÏÒÁÚÍÅÝÅÎÁ ÓÁÍÁÑ ËÒÕ�ÎÁÑ ËÏÌÌÅË�ÉÑ ÚÁÄÁÞ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ É ËÒÕÖËÏ×, ×ÁÖÎÏÅ ÍÅÓÔÏÚÁÎÉÍÁÅÔ �ÉÔÅÒÓËÉÊ �ÒÏÅËÔ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ É ÏÌÉÍ�ÉÁÄÎÙÅ ÚÁÄÁ-ÞÉ� (http://zaba.ru). íÎÏÇÏ ÚÁÄÁÞ ÔÁËÖÅ ÓÏÂÒÁÎÏ ÎÁ ÓÁÊÔÅ ëÉÒÏ×ÓËÏÇÏ ãÅÎÔÒÁ �ÏÒÁÂÏÔÅ Ó ÏÄÁÒÅÎÎÙÍÉ ÄÅÔØÍÉ (http://www.kirov.ru/~sms/). ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÆÅÄÅ-ÒÁÌØÎÙÅ �ÏÒÔÁÌÙ �Ï ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÎÁÕÞÎÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ, ÓÏÚÄÁ×ÁÅÍÙÅ × ÒÁÍËÁÈÆÅÄÅÒÁÌØÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÕÓÔÕ�ÁÀÔ ×ÓÅÍ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÍ ÒÅÓÕÒÓÁÍ �Ï ÎÁ�ÏÌÎÅÎÉÀ É�ÏÓÅÝÁÅÍÏÓÔÉ × ÓÏÔÎÉ ÒÁÚ.éÚ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ �ÒÏÅËÔÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÚÁ ÒÁÍËÉÛËÏÌØÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ËÒÕ�ÎÙÍ É ÚÁËÏÎÞÅÎÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏ-ÅËÔ �÷ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ�, ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ ÉÚÄÁÔÅÌØ-ÓÔ×ÏÍ �ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ�, ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ �éÎÔÅÒÁËÔÉ×ÎÁÑ ÌÉÎÉÑ� É éÎÓÔÉÔÕÔÏÍ îÏ-×ÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ. üÔÁ ÒÁÂÏÔÁ ÂÙÌÁ ÏÔÍÅÎÁ �ÒÉÚÏÍ �ëÎÉÇÁ ÇÏÄÁ 2003�.3. ï ÎÁÛÅÍ �ÒÏÅËÔÅþÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÏÅËÔ Problems.Ru? ðÏÌÕÞÉÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂÜÔÏÍ �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ, ÚÁÊÄÑ ÎÁ ÓÁÊÔ http://www.problems.ru .÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÚÄÅÓØ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ ÏËÏÌÏ 10000 (ÄÅÓÑÔÉ ÔÙÓÑÞ) ÚÁÄÁÞ �ÏÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÒÁÚÂÉÔÙÈ �Ï ÔÅÍÁÍ É ÒÁÓËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. âÏÌØ-ÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÁÄÁÞ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ó ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ (ÉÌÉ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, Ó ÏÔ×ÅÔÁÍÉ).úÁÄÁÞÉ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÙ ÎÁ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÓÒÅÄÎÉÈ É ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ×. ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ �ÉÚ ÕÞÅÂÎÉËÁ�, Á ÚÁÄÁÞÉ, ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏ�ÏÌ-ÎÑÀÝÉÅ ÛËÏÌØÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ. îÁ ÓÁÊÔÅ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ ËÁË �ÏÌÉÍ�ÉÁÄÎÙÈ�, ÔÁË ÉÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÓÁÍÙÍ ÒÁÚÎÙÍ ÒÁÚÄÅÌÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.÷ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÚÑÔÙ ÌÉÂÏ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ×, ÌÉÂÏ Ó ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÉÚÄÁ-ÔÅÌØÓÔ× É Á×ÔÏÒÏ× �ÅÞÁÔÎÙÈ ÉÚÄÁÎÉÊ. ÷ ÏÔÄÅÌØÎÏÍ ÏËÎÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÚÁÄÁÞÅÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ��ÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ� ËÁÖÄÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀÏ ÎÅÊ. ÷ÓÅ �ÕÂÌÉËÕÅÍÙÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ (É ÕÓÌÏ×ÉÑ, É ÒÅÛÅÎÉÑ) ×Ù×ÅÒÑÀÔÓÑ ÎÁÛÉÍÉÒÅÄÁËÔÏÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÔÅÍÕ × ËÁÖÄÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍÓÌÕÞÁÅ. îÁ ÓÁÊÔÅ ÔÁËÖÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏ×ÁÒÉË, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÉ×ÏÄÑÔ-ÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÏÒÅÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑÚÁÄÁÞ. óÌÏ×ÁÒØ �Ï�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÏÖÅÌÁÎÉÑÍÉ �ÏÓÅÔÉÔÅÌÅÊ | ÍÏÖ-ÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×Ï�ÒÏÓ ÎÁ ÓÁÊÔÅ, É × ÔÅÞÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÎÅÊ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ�ÏÑ×ÉÔÓÑ ÎÁ Problems.Ru.òÁÚÒÁÂÏÔÁÎ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÆÅÊÓ ÄÌÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÚÁÎÑÔÉÊ ËÒÕÖËÏ×, �ÒÏ-×ÅÄÅÎÉÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ É Ô. Ä. ðÒÏÓÍÏÔÒÅ× ÎÕÖÎÙÅ ÒÁÚÄÅÌÙ, �ÏÓÅÔÉÔÅÌØ ÏÔÍÅÞÁÅÔ �ÏÄ-ÈÏÄÑÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ××ÏÄÉÔ Ó×ÏÉ ÚÁÇÏÌÏ×ËÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �úÁÎÑÔÉÅ 7. ðÒÉÎ�É� ËÒÁÊ-ÎÅÇÏ�), ÄÁÔÕ É Ô. �. É × �×ÅÒÓÉÉ ÄÌÑ �ÅÞÁÔÉ� �ÏÌÕÞÁÅÔ ÇÏÔÏ×ÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ.4. úÁÞÅÍ (É ËÏÍÕ) ×Ó£ ÜÔÏ ÎÕÖÎÏ?ðÒÏÅËÔ ÓÔÁ×ÉÔ �ÅÒÅÄ ÓÏÂÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÅÌÉ:1) äÁÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÓÅÍ ÖÅÌÁÀÝÉÍ �ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ ÚÁ-ÄÁÞÁÍÉ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.îÁ ÎÁÛÅÍ ÓÁÊÔÅ ÓÏÂÒÁÎÙ ËÁË ÖÅÍÞÕÖÉÎÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÔÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÕ�ÎÏ ÎÁÛËÏÌØÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ), ÔÁË É �ÒÏÓÔÏ ÍÎÏÇÏ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ



Problems.Ru É �ÒÏÂÌÅÍÙ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ 209ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. íÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ, �ÒÏÌÉÓÔÙ×ÁÑ ÒÁÚÄÅÌÙ �Ï ÔÅÍÁÍ,ÉÌÉ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ (ÂÕÄØ ÔÏ ËÎÉÇÁ �Ï �ÌÁ-ÎÉÍÅÔÒÉÉ ÉÌÉ ÚÁÄÁÞÉ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÁÚÄÎÉËÁ�).ëÏÎÅÞÎÏ, ÚÁÄÁÞ × ÂÁÚÅ ×ÅÌÉËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÔÂÉÒÁÅÍ ÓÁÍÙÅ, ÎÁÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, ËÒÁÓÉ×ÙÅ ÉÌÉ �ÏÕÞÉÔÅÌØÎÙÅ É �ÕÂÌÉËÕÅÍ ÉÈ × ÒÁÚÄÅÌÅ �ÚÁÄÁÞÁ ÄÎÑ�ÎÁ ÔÉÔÕÌØÎÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Å (ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÚÁÄÁÞÁ ÔÁÍ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ). íÙ ÓÔÁ-ÒÁÅÍÓÑ, ÞÔÏÂÙ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÂÙÌÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ×ÓÑ �ËÌÁÓÓÉËÁ ÖÁÎÒÁ�. ðÒÉ×ÅÄÅÍ�ÒÉÍÅÒÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ (ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ):úÁÄÁÞÁ 63856. ä×Á �ÅÛÅÈÏÄÁ ×ÙÛÌÉ ÎÁ ÒÁÓÓ×ÅÔÅ. ëÁÖÄÙÊ ÛÅÌ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊÓËÏÒÏÓÔØÀ. ïÄÉÎ ÛÅÌ ÉÚ A × B, ÄÒÕÇÏÊ | ÉÚ B × A. ïÎÉ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ × �ÏÌÄÅÎØÉ, ÎÅ �ÒÅËÒÁÝÁÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, �ÒÉÛÌÉ: ÏÄÉÎ × B × 4 ÞÁÓÁ ×ÅÞÅÒÁ, Á ÄÒÕÇÏÊ | × A ×9 ÞÁÓÏ× ×ÅÞÅÒÁ. ÷ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÁÓÕ × ÔÏÔ ÄÅÎØ ÂÙÌ ÒÁÓÓ×ÅÔ?úÁÄÁÞÁ 77906. éÚ Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ �ÉÒÁÍÉÄ Ó ÏÂÝÉÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÄÎÁ ÌÅ-ÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÊ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÙÔØ ÓÕÍÍÁ ÒÅÂÅÒ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ �ÉÒÁÍÉÄÙ ÂÏÌØÛÅÓÕÍÍÙ ÒÅÂÅÒ ×ÎÅÛÎÅÊ?úÁÄÁÞÁ 35241. îÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÌÉ �ÁÒÁÂÏÌÕ | ÇÒÁÆÉËÆÕÎË�ÉÉ y = x2, Á ÚÁÔÅÍ ÓÔÅÒÌÉ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÁË Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ ÉÌÉÎÅÊËÉ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �ÁÒÁÂÏÌÙ?úÁÄÁÞÁ 78148. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ ÞÅÔÙÒÅ �ÒÑÍÙÅ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÉÅ Ä×ÅÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, É ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÏ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑ-ÍÏÊ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÉÄÅÔ �ÅÛÅÈÏÄ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ 1-Ê ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÏ2-Í, Ó 3-Í É Ó 4-Í, Á 2-Ê ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Ó 3-Í É Ó 4-Í. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 3-Ê �ÅÛÅÈÏÄ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ Ó 4-Í.úÁÄÁÞÁ 35799. ÷ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÌÏÇÏ ÂÌÉÎÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 10 ÚÁ�ÅËÌÉ ÍÏÎÅÔÕ ÒÁÄÉ-ÕÓÁ 1. ëÁËÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÚÒÅÚÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁÚÁÄÅÔØ ÍÏÎÅÔÕ?úÁÄÁÞÁ 56846. íÅÄÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÒÁÚÒÅÚÁÀÔ ÅÇÏ ÎÁ 6 ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒÙ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÌÅ-ÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.(ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÁË ÎÁÍ ÓÏÏÂÝÉÌ ÷ÉËÔÏÒ ÷ÁÓÉÌØÅ×ÉÞ ðÒÁÓÏÌÏ×, ÂÙÌÁÏÔËÒÙÔÁ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÄÁ×ÎÏ | × 2002 ÇÏÄÕ. åÅ Á×ÔÏÒ ÇÏÌÌÁÎÄÅ� Floor van Lamoen.)2) ðÏÍÏÞØ ÕÞÉÔÅÌÑÍ É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÆÁËÕÌØ-ÔÁÔÉ×Ï× É ËÒÕÖËÏ× �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.éÎÔÅÒÆÅÊÓ ÓÁÊÔÁ (× ÒÅÖÉÍÅ ��ÏËÁÚÙ×ÁÔØ Ó ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ�) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ �ÒÉÓ�Ï-ÓÏÂÌÅÎ ÄÌÑ �ÒÉÇÏÔÏ×ÌÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎÉÊ ÄÌÑ ÚÁÎÑÔÉÊ ËÒÕÖËÁ ÉÌÉ ÄÏÍÁÛÎÉÈ ÚÁÄÁÎÉÊ.íÏÖÎÏ ÂÙÓÔÒÏ �ÒÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÇÏ ÚÁÄÁÞ �Ï ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÍÅ (ÔÅÍÁÍ) É, ÏÔÍÅÔÉ×�ÏÎÒÁ×É×ÛÅÅÓÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÒÁÓ�ÅÞÁÔÁÔØ ÇÏÔÏ×ÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ. ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁ-�ÅÞÁÔÁÔØ É ÌÉÓÔÏË, ÇÄÅ ÔÅ ÖÅ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ó ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ É ÏÔ×ÅÔÁÍÉ (× �Ï-ÍÏÝØ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÀ). õÄÏÂÎÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÁÊÔÏÍ É ÄÌÑ �ÏÉÓËÁ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ ÛËÏÌØÎÙÍ ÔÅÍÁÍ | ÄÌÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÈÕÞÅÎÉËÏ×.



210 ð. ÷. óÅÒÇÅÅ×, é. ÷. ñÝÅÎËÏ3) äÁÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÖÉ×ÕÝÉÍ × ÏÔÄÁÌÅÎÎÙÈ ÒÅÇÉÏ-ÎÁÈ, ÉÚÕÞÉÔØ ÓÁÍÙÅ ÒÁÚÎÙÅ ÒÁÚÄÅÌÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.þÁÓÔÏ ÛËÏÌØÎÉË, ÖÉ×ÕÝÉÊ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÏÂÌÁÓÔÎÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ (×�ÒÏÞÅÍ, É × ÏÂÌÁÓÔ-ÎÙÈ �ÅÎÔÒÁÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ ÌÕÞÛÅ) É ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ, ÎÅ ÍÏÖÅÔÒÁÚ×É×ÁÔØÓÑ ÄÁÌØÛÅ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÎÉ ËÒÕÖËÏ×, ÎÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓÂÏÒÎÉËÏ× ÚÁ-ÄÁÞ. ó �ÏÍÏÝØÀ Problems.Ru ÔÁËÏÊ ÛËÏÌØÎÉË ÓÍÏÖÅÔ �ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÒÁÚÎÙÍÉÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÚÁÎÑÔØÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ,�ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ ÒÁÚÎÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ.ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÁÍÏÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ. îÉ ÕÞÅÂ-ÎÉË, ÎÉ ÕÒÏË, ÎÉ ÎÁÛ �ÒÏÅËÔ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁÍÅÎÑÔ (É ÎÅ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ) ÓÁ-ÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ. �ÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÎÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÌÉÛÉÔØ ÒÅÂÅÎËÁ ÔÏÊÒÁÄÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÄÁÖÅ ÓÁÍÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.éÍÅÎÎÏ �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÓÁÊÔÅ �Ï ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÅËÓÔÙ ÕÓÌÏ×ÉÊ(ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÔËÒÙ×ÁÀÔÓÑ × ÏÔÄÅÌØÎÏÍ ÏËÎÅ). îÏ É Õ ÛËÏÌØÎÉËÁ, É Õ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ,×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ÈÏÞÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉÔØ Ó×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó Á×ÔÏÒÓËÉÍ, ÉÌÉÕÚÎÁÔØ, ËÁË ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÔÁËÕÀ-ÔÏ ÔÅÍÕ. á×ÔÏÒÙ ÕÂÅÖÄÅÎÙ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÕÞÅÎÉÑ, �ÏÞÅÍÕ ÍÙ É ÓÔÁÒÁÅÍÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ ÚÁÄÁÞ Ó ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÉÌÉ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍÉ.5. �ÅÍÙ É ÍÅÔÏÄÙó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ �ÅÒÅÄ Á×ÔÏÒÁÍÉ �ÒÏÅËÔÁ ÓÔÁÌ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÒÕÂÒÉËÁÔÏÒÅ. âÙ-ÌÏ �ÒÉÎÑÔÏ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÅÌÁÔØ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ �Ï ÔÅÍÁÍ ÎÁÕÞÎÏÊ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ (ÎÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÄÁÎÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÚÁÄÁÞ) ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÒÁÚÄÅÌÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Á ÎÅ �ÎÁÕÞÎÏ-�Ï�ÕÌÑÒÎÏÊ�. íÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ �ÒÉ×ÅÓÔÉ × ÜÔÏÊÓÔÁÔØÅ ×Ó£ ÄÅÒÅ×Ï ÔÅÍ, ÎÏ �ÒÏ�ÉÔÉÒÕÅÍ ÎÉÖÅ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ:88. áÌÇÅÂÒÁ É ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ. . .134. �ÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ. äÅÌÉÍÏÓÔØ138. ðÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ139. ðÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 2 É 4822. ðÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 5 É 10140. ðÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 3 É 9141. ðÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 11142. ðÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ (�ÒÏÞÅÅ)228. äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ836. îïä É îïë232. áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ229. óÒÁ×ÎÅÎÉÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ×243. íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ136. ðÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ960. ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ963. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ964. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï É ÓÕÍÍÁ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ



Problems.Ru É �ÒÏÂÌÅÍÙ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ 211965. æÕÎË�ÉÑ üÊÌÅÒÁ966. æÕÎË�ÉÑ í£ÂÉÕÓÁ967. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ (�ÒÏÞÅÅ)230. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ()856. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÆÁËÔÏÒÉÁÌÙ231. �ÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ. äÅÌÉÍÏÓÔØ (�ÒÏÞÅÅ). . .(îÏÍÅÒÁ ÔÅÍ | ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ, É �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÀ ÎÅ ×ÉÄÎÙ.)õÖÅ ÎÁ ÜÔÏÍ (ÄÏ×ÏÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÍ) �ÒÉÍÅÒÅ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÔÅÍ ÍÏÇÕÔÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ �ÏÎÑÔÎÙÍÉ ÛËÏÌØÎÉËÕ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅ-ÍÙ ÓÎÁÂÖÅÎÙ ÓÔÁÔØÑÍÉ (ÌÉÂÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÓÁÊÔÁ, ÌÉÂÏ ÉÚ ÖÕÒÎÁÌÁ�ë×ÁÎÔ�), Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÓÌÏ×ÁÒÉËÅ ÎÁÓÁÊÔÅ, ÍÙ ÏÂÄÕÍÙ×ÁÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÄÅÌÁÔØ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ×ÈÏÄÁ ÎÁ ÓÁÊÔ: ÄÌÑ �ÒÅ-�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ É ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÍÙ ÂÕÄÕÔ ÂÏÌÅÅ ÏÂÛÉÒÎÙÅ(ÓÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÎÙ ×ÍÅÓÔÅ) É �ÏÄ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÎÁÚ×ÁÎÉÑÍÉ. ìÏÇÉÞÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÈÏÄÁ ÏÔÏÂÒÁÔØ ÓÁÍÙÅ ËÒÁÓÉ×ÙÅ É �ÏÕÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. ÷�ÒÏ-ÞÅÍ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÝÅ ÎÅ �ÒÉÎÑÔÏ.ëÁË É �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ, ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ×ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÏÞÅÎØ �ÏÈÏÖÉÅ ÔÅÍÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÅÍÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑË ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ, Õ ÎÁÓ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ËÁË × ÒÁÚÄÅÌÅ �úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ É ÌÉÎÉÉ ×ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ� ÔÁË É × ÒÁÚÄÅÌÅ �çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÓÔÁ ÔÏÞÅË (çí�)�. îÅ ×ÓÅÇÄÁÏÞÅ×ÉÄÎÏ, × ËÁËÏÊ ÖÅ ÉÍÅÎÎÏ ÔÅÍÅ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÄÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ÷ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈÍÙ ÞÁÓÔÏ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÅÍ ÚÁÄÁÞÅ ÏÂÅ ÔÅÍÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏÂÙËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÅÍ Õ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÏ Ä×ÕÈ-ÔÒÅÈ. ÷ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ËÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÎÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÜÔÏ ×ÏÏÂÝÅ ÏÔÄÅÌØÎÁÑ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, ÍÙ �ÌÁÎÉÒÕÅÍÓÄÅÌÁÔØ �ÏÄÓËÁÚËÉ ×ÉÄÁ �ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÔÅÍÕ ÔÁËÕÀ-ÔÏ� Õ ÓÈÏÖÉÈ ÔÅÍ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÉÚ ÏÂÝÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÔÏÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÄÅÌ �ÍÅÔÏÄÙ�,ËÏÔÏÒÙÊ ÄÁÅÔ �ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ� ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÚÁÄÁÞ ÎÅ �Ï ÏÂÌÁÓÔÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ,Á �Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÍ ÍÅÔÏÄÁÍ ÒÅÛÅÎÉÑ (ÔÁËÉÍ ËÁË ÉÎÄÕË�ÉÑ, �ÏÉÓË ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÉ Ô. Ä.).îÁ ÓÁÊÔÅ ÅÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÏÉÓËÁ ÚÁÄÁÞ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, Ë ÔÅÍÅ ��ÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ. äÅÌÉÍÏÓÔØ� É ÍÅÔÏÄÕ �ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ�, ÞÔÏ,ËÁË ÍÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÄÅÌÁÅÔ ÎÁÛ ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÕÂÒÉËÁÔÏÒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÄÏÂÎÙÍ ×ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ. 6. óÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀîÁÞÎÅÍ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÒÉÍÅÒÏ×. îÁÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÙ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÎÉÖÅÚÁÄÁÞÉ?ðÒÉÍÅÒ 1. [úÁÄÁÞÁ 60385.℄ õ îÉÎÙ 7 ÒÁÚÎÙÈ ÛÏËÏÌÁÄÎÙÈ ËÏÎÆÅÔ, Õ ëÏÌÉ 9ÒÁÚÎÙÈ ËÁÒÁÍÅÌÅË. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÏÂÍÅÎÑÔØÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ�ÑÔØÀ ËÏÎÆÅÔÁÍÉ?



212 ð. ÷. óÅÒÇÅÅ×, é. ÷. ñÝÅÎËÏëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÚÁÄÁÞÁ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ, É ÏÔ×ÅÔ × ÎÅÊ (C57 · C59 ) ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ. á ÅÓÌÉ ÛËÏÌØÎÉË ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÚÎÁËÏÍ ÎÉ Ó ÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍÉ, ÎÉ ÓÓÉÍ×ÏÌÉËÏÊ Ckn, ÔÏ ÍÁÌÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÉÄÅÔÓÑ ×Ó£ �ÒÉÄÕÍÁÔØ �Ó ÎÕÌÑ�, ÔÁË ÅÝÅ ÉÎÅ�ÏÎÑÔÎÏ, × ËÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÏÔ×ÅÔ. ðÒÉÄÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏ(2646). úÁÄÁÞÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ �ÒÏÓÔÏÊ.ðÒÉÍÅÒ 2. [úÁÄÁÞÁ 60508.℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 22n − 1 ÉÍÅÅÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊÍÅÒÅ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.åÓÌÉ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÁÍÁ �Ï ÓÅÂÅ, ÔÏ ÒÅÛÉÔØ ÅÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÏ,Á ÅÓÌÉ ÏÎÁ (ËÁË É × ËÎÉÇÅ-ÉÓÔÏÞÎÉËÅ) ÉÄÅÔ �ÏÓÌÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÅÞÉÓÅÌ æÅÒÍÁ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅÇËÉÍ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅÍ.ðÒÉÍÅÒ 3. [úÁÄÁÞÁ 60837.℄ çÅÎÅÒÁÌ ÈÏÞÅÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÌÑ �ÁÒÁÄÁ Ó×ÏÉÈ ÓÏÌÄÁÔ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ËÁÒÅ (ËÁÒÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏÞÅÌÏ×ÅËÁ), ÎÏ ÏÎ ÎÅ ÚÎÁÅÔ ÓËÏÌØËÏ ÓÏÌÄÁÔ (ÏÔ 1 ÄÏ 37) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÌÁÚÁÒÅÔÅ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÇÅÎÅÒÁÌÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁËÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÌÄÁÔ, ÞÔÏ ÏÎ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÏÔ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÌÁÚÁÒÅÔÁ, ÓÕÍÅÅÔ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ Ó×ÏÅ ÎÁÍÅÒÅÎÉÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÏÊÓËÏ ÉÚ9 ÞÅÌÏ×ÅË ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 3× 3, Á ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÞÅÌÏ×ÅË ÂÏÌÅÎ, ÔÏ× ×ÉÄÅ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× 2× 2.èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÔÁÔÅÌØ �ÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÞÉÔÁÔØ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÊ ÔÅËÓÔ, Ï�ÅÎÉÌÜÔÏ ÓÁÍ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÛËÏÌØÎÉË ×ÉÄÉÔ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÁ × ÇÌÁ×Å ËÎÉÇÉ (ÉÌÉ × ÚÁÄÁÎÉÉ) �ÏÄÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ �ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ�, ÔÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÉÔ. á ÅÓÌÉ ÛËÏÌØÎÉË ×ÏÏÂÝÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÅ ÓÌÙÛÁÌ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁÂÕÄÅÔ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏÊ, ÉÂÏ �ÒÉÄÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, �ÕÓÔØ É × ÞÁÓÔÎÏÍÓÌÕÞÁÅ (ÎÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏ ÌÅÇÞÅ, ÞÅÍ × ÏÂÝÅÍ). äÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÚÄÅÓØ ÔÁËÖÅ ÎÅ�ÏÍÏÖÅÔ: ËÉÔÁÊÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ × ÛËÏÌÅ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÔ.ðÒÉÍÅÒ 4. [úÁÄÁÞÁ 58329.℄ ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÔÒÅÈ ÄÁÎ-ÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.åÓÌÉ ÛËÏÌØÎÉË ÎÅ ÚÎÁÅÔ �ÒÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÀ (ËÏÔÏÒÕÀ × ÛËÏÌÅ ÎÅ ÉÚÕÞÁÀÔ), ÔÏÒÅÛÉÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ËÒÁÊÎÅ ÓÌÏÖÎÏ.éÚ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �Ï ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄÎÏÊÛËÁÌÅ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉÈÛËÁÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ, �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.÷ ÓÏ×ÅÔÓËÏÊ (Á ÔÅ�ÅÒØ | ÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ) ÛËÏÌÅ ÁÌØ�ÉÎÉÚÍÁ ×ÓÅ ÍÁÒÛÒÕÔÙ ÎÁÇÏÒÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Ï�ÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ �Ï ÅÄÉÎÏÊ ÛËÁÌÅ | ÏÔ 1â (ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 1á ÎÅÔ�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) ÄÏ 6â. ãÉÆÒÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, Á ÂÕË×Á (á ÉÌÉ â) | �Ï-ÌÕËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÁÒÛÒÕÔ ÎÁ ÚÁ�ÁÄÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ üÌØÂÒÕÓÁ(5642Í, ëÁ×ËÁÚ) �Ï ËÌÁÓÓÉËÅ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 2á, ÎÁ �ÉË íÁÑËÏ×ÓËÏÇÏ (4208 Í,úÁÉÌÉÊÓËÉÊ áÌÁÔÁÕ) �Ï ×ÏÓÔÏÞÎÏÊ ÓÔÅÎÅ | 4á, ÎÁ ü×ÅÒÅÓÔ (8848Í, çÉÍÁÌÁÉ, ×ÙÓ-ÛÁÑ ÔÏÞËÁ �ÌÁÎÅÔÙ) �Ï ËÌÁÓÓÉËÅ | 5á, ÍÁÒÛÒÕÔ óÅÍÉÌÅÔËÉÎÁ ÎÁ �ÉË ó×ÏÂÏÄ-ÎÏÊ ëÏÒÅÉ (4740Í, ëÉÒÇÉÚÓËÉÊ ÈÒÅÂÅÔ, �ÑÎØ-ûÁÎØ) | 6á. îÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÄÁÖÅÞÅÌÏ×ÅËÕ, ÍÁÌÏ ÚÎÁËÏÍÏÍÕ Ó ÁÌØ�ÉÎÉÚÍÏÍ, ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÁÒÛÒÕÔÁ ÄÅÌÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ �ÒÏÓÔÏÅ. é, ÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÏ, ÚÎÁÑ



Problems.Ru É �ÒÏÂÌÅÍÙ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ 213ÔÏÌØËÏ Ó×ÏÊ ÌÉÞÎÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ É ÔÏÌØËÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÏÓÈÏÖÄÅÎÉÑ, ÞÁ-ÓÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÏÎÑÔØ | ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÔÅÂÅ ÜÔÏ �ÏÄ ÓÉÌÕ. îÕÖÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉ Ï�ÅÎËÅ �Ï ÅÄÉÎÏÊ ÛËÁÌÅ ÓÕÍÍÉÒÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ÆÁËÔÏÒÙ: ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÅÄÏ×ÙÈ ÕÞÁÓÔËÏ×, ÓËÁÌØÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÏ×,�ÒÏÔÑÖÅÎÎÏÓÔØ ×ÓÅÇÏ ÍÁÒÛÒÕÔÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ ÎÁÄÅÖÎÏÊ ÓÔÒÁÈÏ×ËÉ,×ÙÓÏÔÁ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÏÓÏÂÙÅ �ÏÇÏÄÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (ÔÁËÉÅ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ËÁË ÎÁ ×ÅÒÛÉ-ÎÅ óÅÒÏ-�ÏÒÒÅ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÊ × �ÒÅ×ÕÝÉÈ ÓÏÒÏËÏ×ÙÈ� ÛÉÒÏÔÁÈ) É Ô. Ä. ÷ ËÏÎ�Å�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÕÓÒÅÄÎÅÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ | 4â, Ë �ÒÉÍÅÒÕ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÎÁÓ �ÏÍÏÝØÀ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ �ÏÂÒÁÚ�Ï×ÙÍÉ� ÍÁÒÛÒÕÔÁÍÉ, �ÒÏ ËÏÔÏÒÙÅÕÖÅ ÄÁ×ÎÏ ÒÅÛÅÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÔÁËÕÀ-ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.îÁ úÁ�ÁÄÅ ÖÅ ÄÒÕÇÏÊ �ÏÄÈÏÄ. �ÁÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÁÒÛÒÕÔÕ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÂÉ-ÎÁ�ÉÑ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕË× É �ÉÆÒ, Ï�ÅÎÉ×ÁÀÝÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ (ÌÅÄÏ×ÙÅ, ÓËÁÌØÎÙÅÉ Ô. Ä.) ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×. ë ÔÏÍÕ ÖÅ, ÑÓÎÏÅ ÄÅÌÏ, ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÁÑ ÛËÁÌÁÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÏÊ, Á ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÁÑ ÏÔ ÂÒÉÔÁÎÓËÏÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ (ÞÉÓÔÏ ÓËÁÌØÎÏÇÏ) ÍÁÒÛÒÕÔÁ �Ï ÓÅ×ÅÒÏÁÍÅÒÉËÁÎÓËÏÊ ÛËÁÌÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ×ÉÄ: V, 5.8, A2+. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ (�ÉÔÉÒÕÅÍ Ó ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÓÁÊÔÁ Mountain.Ru), ÞÔÏV | ÍÁÒÛÒÕÔ �ÒÏÈÏÄÉÔÓÑ ÚÁ 1{2 ÄÎÑ; ÎÏÞÅ×ËÁ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅÉÚÂÅÖÎÁ, 5.8 |ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÁÚÁÎÉÑ ÎÁ ËÌÀÞÅ×ÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ ÒÁ×ÎÁ 5.8 �Ï ÓËÁÌØÎÏÊ ÛËÁÌÅ, A2+ |ÎÅ ÏÞÅÎØ ÎÁÄÅÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÔÒÁÈÏ×ËÉ, ×�ÒÏÞÅÍ Ó�ÏÓÏÂÎÙÅ ÄÅÒÖÁÔØ ÍÁÓÓÕ ÔÅÌÁ ÉÄÁÖÅ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÓÒÙ×.áÍÅÒÉËÁÎÓËÉÅ ÁÌØ�ÉÎÉÓÔÙ ÕÖÅ ÓÞÉÔÁÀÔ ÄÁÖÅ ÜÔÕ ÛËÁÌÕ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �Ï-ÄÒÏÂÎÏÊ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ñ×ÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÁ ÓÒÅÄÎÑÑ ËÒÕÔÉÚÎÁ ÍÁÒÛÒÕÔÁ).ïÂÏÂÝÉÍ: ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ �ÏÄÈÏÄÁ Ë Ï�ÅÎËÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. îÁ Prob-lems.Ru ÍÙ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÌÉ �ÅÒ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅ-ÎÉÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÂÒÁÚ�Ï×ÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍÉ × ÔÁÂÌÉ�Å ÎÁ ÓÁÊÔÅ.óÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ó ÏÄÎÏÊ ÚÎÁ-ÞÁÝÅÊ �ÉÆÒÏÊ �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ. ðÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌØ ÖÅ ×ÉÄÉÔ ÕÓÒÅÄÎÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ××ÉÄÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ + ÉÌÉ −. îÁ�ÒÉÍÅÒ, 3+ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÁ-ÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÞÕÔØ ×ÙÛÅ, ÞÅÍ ÔÒÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÒÅÄÁËÔÏÒ ÓÔÁ×ÉÔÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÇÌÑÄÑ ÎÁ ÔÁÂÌÉ�Õ) �Ï Ó×ÏÅÍÕ ÕÓÍÏÔÒÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÑ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ËÁË ÂÙÌÏ �ÒÏ×ÅÒÅÎÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ, �ÒÉ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏÊ Ë×ÁÌÉÆÉËÁ�ÉÉ ÒÅÄÁËÔÏÒÏ× ÒÁÚÌÉÞÉÑ × ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ ÏÓÔÁÀÔÓÑ× ÒÁÍËÁÈ ÚÁÍÅÎÙ + ÎÁ −.ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÁÍ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ �ÒÉÄÕÍÁÔØ ÎÉËÁËÉÈ ÞÅÔËÉÈ ËÒÉÔÅÒÉÅ× ×ÙÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÎÅ ÂÅÒÅÍÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÚÁÄÁÞÁ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 2 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÓÅÔÉÔÅÌÑ ÓÁÊÔÁ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÝÅ, ÞÅÍ ËÁÖÄÁÑÚÁÄÁÞÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 3. îÏ ÍÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï �ÏÓÅÔÉÔÅÌÅÊ ÓÁÊÔÁ ÓÏÇÌÁ-ÓÉÔÓÑ Ó ÎÁÍÉ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÁÄÁÞ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 2 �ÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÂÏÌØÛÁÑ2)ÞÁÓÔØ ÚÁÄÁÞ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 3.2)ðÏÓÅÔÉÔÅÌØ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÙÍ Ó ÎÁÍÉ × Ï�ÅÎËÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 2{3, ÅÓÌÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ2 ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÚÁÄÁÞ, É ÉÚ ÚÁÄÁÞ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ 3 ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÚÁÄÁÞ, ÞÔÏ, �ÏÍÎÅÎÉÀ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÓÅÔÉÔÅÌÑ, ÌÀÂÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÏÝÅ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ×ÔÏÒÏÇÏ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.



214 ð. ÷. óÅÒÇÅÅ×, é. ÷. ñÝÅÎËÏëÏÎÅÞÎÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÌØ�ÉÎÉÚÍÁ, �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÁ×ÍÙ, ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ Ó ÖÉÚ-ÎØÀ, �ÒÉ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ Ï�ÅÎËÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÎÅÌØÚÑ, ÎÏ ÉÓ�ÏÒÔÉÔØÏÌÉÍ�ÉÁÄÕ ÉÌÉ ÚÁÎÑÔÉÅ, �ÏÄÏÂÒÁ× ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÔÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏ. èÏÔÅ-ÌÏÓØ ÂÙ ÜÔÏÇÏ ÉÚÂÅÖÁÔØ.åÓÌÉ ÞÉÔÁÔÅÌÉ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ� ÍÏÇÕÔ ÎÁÍ �ÏÓÏ×ÅÔÏ×ÁÔØ ÂÏ-ÌÅÅ ÞÅÔËÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÍÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉÍÅÍ ÉÈ Ë Ó×ÅÄÅ-ÎÉÀ. 7. ðÒÉÇÌÁÛÅÎÉÅ Ë ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Õ÷ÓÅÈ, ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×Á×ÛÉÈÓÑ ÎÁÛÉÍ �ÒÏÅËÔÏÍ, ÍÙ �ÒÉÇÌÁÛÁÅÍ �ÒÉÎÑÔØ × Î£ÍÕÞÁÓÔÉÅ.èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÄÉÁ�ÁÚÏÎ ÚÁÄÁÞ, ×ËÌÀÞÉ× ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÕ, ÌÉÎÇ×ÉÓÔÉ-ËÕ, ÆÉÚÉËÕ, ÎÏ �ÏËÁ ÎÁÛ ËÏÌÌÅËÔÉ× ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×. ÷ ÎÁÛÉÈ ÄÁÌØÎÅÊ-ÛÉÈ �ÌÁÎÁÈ �ÏÄÄÅÒÖËÁ ÓÌÏ×ÁÒÉËÁ É �ÏÄÎÑÔÉÅ ÅÇÏ ÄÏ ÕÒÏ×ÎÑ �ÏÌÎÏ�ÅÎÎÏÇÏ ÜÎ�É-ËÌÏ�ÅÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×ÁÒÑ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÎÁ�ÉÓÁÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÁÔÅÊ �Ï ÔÅÍÁÍÎÁÛÅÇÏ ÒÕÂÒÉËÁÔÏÒÁ, �ÏÍÏÇÁÀÝÉÈ ËÁË ÕÞÅÎÉËÁÍ, ÔÁË É ÕÞÉÔÅÌÑÍ, ÌÕÞÛÅ ÒÁÚÏ-ÂÒÁÔØÓÑ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÍÅ, ×ÎÅÓÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ ÔÅËÕÝÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ É �ÕÂÌÉËÁ�ÉÑ on-lineÚÁÎÑÔÉÊ ÒÑÄÁ ËÒÕÖËÏ×.

é. ÷. ñÝÅÎËÏ, íãîíï, ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌØ �ÒÏÅËÔÁ problems.ruð. ÷. óÅÒÇÅÅ×, ÛËÏÌÁ �57, ÇÌÁ×ÎÙÊ ÒÅÄÁËÔÏÒ �ÒÏÅËÔÁ problems.ru



ðÏ ÍÏÔÉ×ÁÍ ÚÁÄÁÞÎÉËÁ�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�
�ÅÏÒÅÍÁ Ï ÂÌÏÈÅ É ËÕÚÎÅÞÉËÅá. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ á. ÷. ó�É×ÁËüÔÁ ÚÁÍÅÔËÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ 8.5 ÉÚ ÚÁÄÁÞÎÉËÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ.äÌÑ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � > 1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ N(�) = {[n�℄ | n ∈N}. äÌÑ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ �1; : : : ; �k, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á N(�1); : : : ; N(�k) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ.óÒÁÚÕ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÔ×ÅÔ: k = 2. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÉÓËÏÍÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ k = 2 ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÂÌÏÈÅ É ËÕÚÎÅÞÉËÅ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÆÉÚÉËÏÍ É ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÏÍ ÌÏÒÄÏÍ òÜÌÅÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Á N(�), N(�) ÚÁÄÁÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ � É � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ1� + 1� = 1: (1)îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) �ÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N(�), ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ n, ÒÁ×ÎÏ [n+ 1� ]. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 1� + 1� > 1. �ÏÇÄÁ �ÒÉ n→ ∞
[n+ 1� ]+ [n+ 1� ]

− n > n( 1� + 1� − 1)− 1 → ∞;Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ËÁË × N(�), ÔÁË É × N(�).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÒÉ 1� + 1� < 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÎÉ× ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.äÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÞÉÓÌÏ n ∈ N(�) ∩ N(�). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ x, y, ÔÁËÉÅ,íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(215{217)



216 á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ, á. ÷. ó�É×ÁËÞÔÏ [x�℄ = [y�℄ = n, Ô. Å. ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
{n < x� < n+ 1;n < y� < n+ 1:ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á× ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ Ë ×ÉÄÕ





xn+ 1 < 1� < xn ;yn+ 1 < 1� < ynÉ ÓÌÏÖÉ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÉÍx+ yn+ 1 < 1 < x+ yn ;ÉÌÉ n < x+ y < n+ 1, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË x; y ∈ N .áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ n 6∈ N(�)∪N(�), ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ x, y, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×





x� < n;(x+ 1)� > n+ 1;y� < n;(y + 1)� > n+ 1;ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ n− 1 < x+ y < n.�ÅÏÒÅÍÁ òÜÌÅÑ ÉÍÅÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅóÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ � É � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õm� + n� = 1 (2)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ m É n, ÔÏ N(�) ∩N(�) = ∅.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÁ �′ = �=m, �′ = �=n ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ (1), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,N(�′) ∩N(�′) = ∅, ÎÏ N(�) ⊂ N(�′), N(�) ⊂ N(�′).ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÎÁÛÅÊ �ÅÌØÀ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: ÄÌÑÌÀÂÙÈ �, �, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ N(�) ∩ N(�) = ∅, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ m, n, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (2).ðÕÓÔØ 
 | ÞÉÓÌÏ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë � ( 1� + 1
 = 1). �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ òÜÌÅÑÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÍÅÖÄÕ [n�℄ É [(n + 1)�℄ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ËÒÁÔÎÏÅ 
,Ô. Å. {[n�℄=
} > 1− 1=
 ÉÌÉ
{n�=
} − {n�}=
 ∈ (1− 1=
; 1) (mod 1): (3)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÒ 0 6 x < 1, 0 6 y < 1 É ÂÕÄÅÍ ÏÔÍÅÞÁÔØ ÎÁ ÎÅÍ ÔÏÞËÉ ×ÉÄÁZn = ({n�=
}; {n�}). ÷ ÓÉÌÕ (3) ×ÓÅ Zn ÌÅÖÁÔ ×ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ P , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÇÏ �ÒÑÍÙÍÉ y = 0, y = 1, y = 
x, y−1 = 
(x−1). úÁ�ÏÌÎÉÍ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁÍÉ ÔÏÒÁ×ÓÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ Zn �Ï�ÁÄÕÔ ÎÁ �ÒÑÍÕÀ y = {�}

{�=
}x. åÓÌÉ ÕÇÌÏ×ÏÊËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌÅÎ, ÔÏÞËÉ Zn ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔ ÔÏÒ,É (3) ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÁ {�=
}, {�} É 1 �Ï�ÁÒÎÏ



�ÅÏÒÅÍÁ Ï ÂÌÏÈÅ É ËÕÚÎÅÞÉËÅ 217ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ, É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÍÏÔËÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ×É-ÄÁ ({�=
t}; {�t}; {t}); t ∈ R �ÌÏÔÎÏ × ÔÏÒÅ 0 6 x; y; z < 1. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏÞËÉZn ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔ ÇÒÁÎØ ÜÔÏÇÏ ÔÏÒÁ z = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌÅÎ, ÎÏ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØÉÚ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ× P , (3) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ. éÚ ÒÉÓ. 1 ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÑÍÁÑ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÁ P , ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ �ÒÏÊÔÉ ÞÅÒÅÚ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÉÚÔÏÞÅË (m;m− 1), ÇÄÅ m > (m− 1)
.
òÉÓ. 1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ {(m − 1)�} = {m�=
} ÉÌÉ (m − 1)� = m�=
 + n, ÞÔÏÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÉÓËÏÍÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ.�Å�ÅÒØ ÕÖÅ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ k = 2 ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ Ë ÚÁ-ÄÁÞÅ 8.5. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁk > 2 ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ N(�). �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ �, �, 
, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á N(�), N(�), N(
) �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÀ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ m1, m2, m3, n1, n2, n3, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 





m3� + n2
 = 1;n3� + m1
 = 1;m2� + n1� = 1:üÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ, ËÁË ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ 1� , 1� , 1
 . ðÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÅÎ m1m2m3+n1n2n3 >> 0, ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, É �ÒÉÞÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ, ÒÅÛÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÅ-×ÏÚÍÏÖÎÏ.éÚ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N(�)ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ 2 ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ×ÉÄÁ.á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ, ãüíé òáî,email: zaslavsky�m

me.ruá. ÷. ó�É×ÁË, ÇÉÍÎÁÚÉÑ �1543,email: spivak�m

me.ru



îÁÍ �ÉÛÕÔ
ï ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁó. ÷. íÁÒËÅÌÏ×÷ ËÎÉÇÅ ÷. é. ìÅ×ÉÎÁ [1℄ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ:�ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ Ä×Å ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ:3√
os 2�7 + 3√
os 4�7 + 3√
os 6�7 = 3√5 − 3 3√72 ;3√
os 2�9 + 3√
os 4�9 + 3√
os 8�9 = 3√3 3√9− 62 :üÔÉ ÔÏÞÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÚÎÁÞÉ-ÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÌ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎ,ÎÏ Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÎÉËÏÍÕ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÏÏÂÝÉÌ. ðÏÓÌÅ ÅÇÏ ÓÍÅÒÔÉ ÞÁÓÔØÜÔÉÈ ÏÂÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÂÙÌÁ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÄÒÕÇÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ,ÎÏ ÎÅ �ÏÄÌÅÖÉÔ ÓÏÍÎÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÕÔÅÒÑÎÙ ÎÁ×ÓÅÇÄÁ.�éÚ×ÅÓÔÎÙÅ Á×ÔÏÒÕ �Ï�ÙÔËÉ ×Ù×ÅÓÔÉ ÜÔÉ �ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ� ÒÅÛÁÀÔÚÁÄÁÞÕ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ×Ù×ÏÄÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á �× ÂÕË×ÁÈ�. (ÓÍ. [3,4℄).÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ, ÅÓÌÉ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ Ó ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅ-ÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ �ÒÉÊÔÉ Ë ÎÏ×ÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ, ÓÍ. ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÔÒÁÎÉ�Õ. ðÒÅÄÌÁÇÁÀÖÅÌÁÀÝÉÍ �ÏÄÕÍÁÔØ �Ï�ÒÏÂÏ×ÁÔØ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ ìÅ×ÉÎ ÷. é. òÁÍÁÎÕÄÖÁÎ | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÇÅÎÉÊ éÎÄÉÉ. í.: úÎÁÎÉÅ, 1968.ó. 32{33.[2℄ ðÒÁÓÏÌÏ× ÷. ÷. �ÏÖÄÅÓÔ×Á òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ.�ÒÅÔØÑ ÓÅÒÉÑ. ÷Ù�. 9. 2005. ó. 104{107.[3℄ òÉÓÅÎÂÅÒÇ ä. �ÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÅÔÁ É ÓÕÍÍÁ ÒÁÄÉËÁÌÏ×. úÁÄÁÞÉ �Ï ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÅ. 2000{2004. íãîíï, 2004. ó. 168{175. æÁÊÌÙ ËÎÉÇÉ:ftp.m

me.ru/users/dotsenkoíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(218{219)



ï ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ 2193√
os �13 + 
os 5�13 + 3√
os 3�13 + 
os 11�13 + 3√
os 7�13 + 
os 9�13 = 3√7− 3 3√1323√
os �31 + 
os 15�31 + 
os 23�31 + 
os 27�31 + 
os 29�31 ++ 3√
os 3�31 + 
os 7�31 + 
os 17�31 + 
os 19�31 + 
os 25�31 ++ 3√
os 5�31 + 
os 9�31 + 
os 11�31 + 
os 23�31 + 
os 21�31 = 3√2 3√62 − 1123√
os �43 + 
os 11�43 + 
os 21�43 + 
os 27�43 + 
os 35�43 + 
os 39�43 + 
os 41�43 ++ 3√
os 3�43 + 
os 5�43 + 
os 19�43 + 
os 23�43 + 
os 31�43 + 
os 33�43 + 
os 37�43 ++ 3√
os 7�43 + 
os 9�43 + 
os 13�43 + 
os 15�43 + 
os 17�43 + 
os 25�43 + 
os 29�43 == 3√13 − 3 3√862[4℄ ûÅ×ÅÌÅ× ÷. ó. �ÒÉ ÆÏÒÍÕÌÙ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ // ë×ÁÎÔ, �6, 1988. ó. 52{55.http://kvant.m

me.ru/1988/06/tri formuly ramanudzhana.htm



220
ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÙ �ÒÏÔÉ× �ÒÏÓÔÏÔÙ÷. é. áÒÎÏÌØÄëÁË ÞÌÅÎ ÒÅÄËÏÌÌÅÇÉÊ, Ñ ÞÁÓÔÏ �ÏÌÕÞÁÀ ÏÔÚÙ×Ù ÎÁ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍÙÅ Ë�ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ × ÖÕÒÎÁÌÁÈ ÓÔÁÔØÉ. îÉÖÅ Ñ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÖÕ ÏÄÉÎ ÏÔÚÙ×, ÉÚÍÅÎÉ×ÌÉÛØ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÎÁÕË É ÖÉ×ÏÔÎÙÈ, ÉÍÅÎÁ ÌÉÞÎÏÓÔÅÊ É Ô. �. ÍÅÌÏÞÉ (ÔÁË ÞÔÏ×ÓÑËÏÅ ÂÕË×ÁÌØÎÏÅ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ Ó ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÒÅÁÌØÎÏÓÔØÀ ÂÕÄÅÔ ÎÅ�ÒÅÄÎÁÍÅ-ÒÅÎÎÙÍ É ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ, ÈÏÔÑ ÄÕÈ ÜÔÏÇÏ ÏÔÚÙ×Á É ÍÎÏÇÉÈ ÅÍÕ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÄÒÕÇÉÈÑ �ÏÓÔÁÒÁÌÓÑ �ÅÒÅÄÁÔØ ÔÏÞÎÏ).òÅ�ÅÎÚÅÎÔ �ÉÛÅÔ:òÅ�ÅÎÚÉÒÕÅÍÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ×ÌÉÑÎÉÑ ÆÏÎÅÔÉËÉ ÎÁ ÇÅÏÌÏÇÉÀ ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄ-ÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÏ× ÎÉ ÓÒÅÄÉ ÒÁÂÏÔ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ× �Ï ÆÏÎÅÔÉËÅ, ÎÉ ÓÒÅÄÉ ÒÁÂÏÔ ÇÅÏÌÏ-ÇÏ×. óÔÁÔØÑ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ ÓÔÏÌØ �ÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÅ ÍÏÇÌÉ ÂÙ �ÏÎÑÔØ ÄÁÖÅ ÓÔÕÄÅÎÔÙ.ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Á×ÔÏÒÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ×ÉÄÉÍÏ ÎÏ×Ù, ÈÏÔÑ É �ÏÎÑÔÎÙ. �ÅÍÁÔÉËÁ ÉÓ-ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë ÒÁÂÏÔÁÍ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ ÕÞÅÎÙÈ É ÁÄ×ÏËÁÔÏ× ÓÅÍÎÁÄ�ÁÔÏÇÏ×ÅËÁ.ðÏÜÔÏÍÕ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÑ �ÒÉÓÌÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ × ÖÕÒÎÁÌÅ ÔÁËÏÇÏ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ,ËÁË ×ÁÛ �û×ÁÍÂÒÁÎÓËÉÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÉÄÅÁÌ� �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÅ ÎÅ�ÅÌÅÓÏ-ÏÂÒÁÚÎÏÊ: ÕÖ ÓÌÉÛËÏÍ ÏÎÁ �ÏÎÑÔÎÁ É ÄÏÓÔÕ�ÎÁ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ.á×ÔÏÒ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÌÅÍÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÞÔÏ 6×7 = 42 É 7×8 = 56. ñ �ÒÏ×ÅÒÉÌ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ×ÅÒÎÙ. éÈÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÁÌÅËÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ, ÅÓÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ-ÎÕÀ ÔÅÈÎÉËÕ: ÉÈ Ó�ÏÓÏÂÎÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ ËÕÒÓÁÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÛÔÁÔÁ ëÏÎÎÅËÔÉËÕÔ. üÔÏ ÅÝÅ ÒÁÚ�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÂÏÔÁ ÎÅ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ × ×ÁÛÅÍ Õ×ÁÖÁÅÍÏÍ ÖÕÒÎÁ-ÌÅ: ÅÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÌÉÛËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ.îÁÒÑÄÕ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ, ÒÁÂÏÔÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÄÒÕÇÏÊ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎ-ÔÁÌØÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ (ÞÔÏ ÕÖÅ ÓÁÍÏ �Ï ÓÅÂÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÄÏ×ÏÄÏÍ �ÒÏÔÉ×ÅÅ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ). ðÒÉ �Ï�ÙÔËÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÅ ÜÔÉ Ó×ÏÉÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ, Á×ÔÏÒ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÏÛÉÂËÉ.äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÅÔ × Ó×ÏÅÍ ÁÎÁÌÉÚÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÌÁÇÁ-ÅÍÙÍÉ × ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁÈ. íÅÖÄÕ ÔÅÍ, Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÁÍ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÎÁÕËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÍÅÎÎÏ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÜÔÉÈÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ �Ï�ÒÁ×ÏË (ÏÂÙÞÎÏ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ Ï Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÇÉ�ÏÔÅ-ÚÙ òÉÍÁÎÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÈ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÆÁËÔÏ×).ïÛÉÂËÁ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Á×ÔÏÒ �ÒÏ×ÅÌ Ó×ÏÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ ÔÏÌØËÏ× ÏÂÌÁÓÔÉ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉÎÑÌ ÚÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍÅÄÌÅÎÎÏ ÍÅÎÑÀÝÉÅÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(220{222)



ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÙ �ÒÏÔÉ× �ÒÏÓÔÏÔÙ 221÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ × ÒÁÂÏÔÅ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÎÅ×ÅÒÎÙÅ ×Ù×ÏÄÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Á×ÔÏÒ �ÒÉ-ÈÏÄÉÔ Ë ÚÁËÌÀÞÅÎÉÀ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÒÏ× ÍÁÓÔÉ K12 × çÒÅÎÌÁÎÄÉÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ ÞÉÓÌÏ 3.íÅÖÄÕ ÔÅÍ, ÇÉ�ÏÔÅÚÁ òÉÍÁÎÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔ (ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ × ÎÅÏ�ÕÂÌÉ-ËÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ ÒÅ�ÅÎÚÅÎÔÁ, ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ, ×ÉÄÉÍÏ, ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ Á×ÔÏÒÕ) ËÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÍÕ �Ï�ÒÁ×ÏÞÎÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ, Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÝÅÍÕ ÏÔ×ÅÔ 3 ÎÁ ÏÄÎÕÄÅÓÑÔÕÀ �ÒÏ�ÅÎÔÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Ñ ÕÂÅÖÄÅÎ, ÞÔÏ ç. èÁÒÄÉ ÌÅÇËÏ ÍÏÇ ÂÙ ÕÍÅÎØÛÉÔØÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÅÓÑÔÉÔÙÓÑÞÎÙÈ �ÒÏ�ÅÎÔÁ ÏÔ ÅÇÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ.éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÑ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÉÎÅÓÌÁ ÂÙ ×ÒÅÄ, × ÏÓÏ-ÂÅÎÎÏÓÔÉ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÍÏÇÌÁ ÂÙ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÅÒØÅÚÎÙÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍÎÁÓÔÏÑÝÉÈ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ× × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÅÚ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÍÏÇÌÉ ÂÙ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ òÉÍÁÎÁ ÍÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ.óÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ Á×ÔÏÒÏÍ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÇÒÅÎ-ÌÁÎÄÓËÉÈ ËÏÒÏ×ÁÈ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÁ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏ-ÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ ÏÂ ÁÎÔÁÒËÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÒÏ×ÁÈ, ËÏÔÏÒÙÍ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÉÅ Ó�Å�ÉÁÌÉ-ÓÔÙ, ÒÁÂÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ Á×ÔÏÒ ÒÅ�ÅÎÚÉÒÕÅÍÏÊ ÓÔÁÔØÉ, ×ÉÄÉÍÏ, ÎÅ ÞÉÔÁÌ, É Ï ËÏÔÏÒÙÈÏÎ ÕÍÏÌÞÁÌ).÷ÓÅ ÜÔÏ ÅÝÅ ÒÁÚ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÑ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÎÁÎÅÓÌÁ ÂÙ ÕÒÏÎÒÅ�ÕÔÁ�ÉÉ ×ÁÛÅÇÏ Õ×ÁÖÁÅÍÏÇÏ �éÄÅÁÌÁ�.÷ÄÏÂÁ×ÏË Ë ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁÍ, × ÓÔÁÔØÅ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÑÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Á×ÔÏÒ ÓÔÁÔØÉ �É-ÛÅÔ, ÂÕÄÔÏ á. á. íÁÒËÏ× ×ÏÚÒÁÚÉÌ: �ÎÅÔ, ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÌÏ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀÕ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ�.üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÞÔÏ íÁÒËÏ× �ÒÏÉÚÎÅÓ ÔÁËÕÀ ÆÒÁÚÕ | ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å, Á ÅÇÏ ÎÅÔ × ÓÔÁÔØÅ. ðÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕÂÒÁÔØËÁ×ÙÞËÉ (ÚÁÍÅÎÉ× ÎÁ �×ÏÚÒÁÚÉÌ, ÞÔÏ�) | ÉÎÁÞÅ ÎÅÏÂÕÞÅÎÎÙÅ ÞÉÔÁÔÅÌÉ-ÓÔÕÄÅÎÔÙÍÏÇÕÔ �ÒÉÎÑÔØ ÆÁÎÔÁÚÉÀ Á×ÔÏÒÁ ÚÁ ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÙÊ ÆÁËÔ, ÔÏÇÄÁ ËÁË Õ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅÔ.á. á. íÁÒËÏ× ÎÅ ÍÏÇ ÜÔÏÊ ÆÒÁÚÙ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÔÁË ËÁË ÏÎ ÓÞÉÔÁÌ ÞÉÓÌÁÍÉ ÔÏÌØ-ËÏ ÄÒÏÂÉ Ó ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÍÉ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ ÍÅÎØÛÅ ÍÉÌÌÉÏÎÁ. á ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ËÏÒÅÎØÅÓÔØ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÇÏ ÎÅÔ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ 2, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÍÅ-ÀÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÔÒÅÔØÅÇÏ ËÕÒÓÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ëÁÌÉÆÏÒÎÉÉ × âÅÒËÌÉ).ðÏÄ×ÏÄÑ ÉÔÏÇ, Ñ �Ï×ÔÏÒÑÀ, ÞÔÏ ÓÞÉÔÁÀ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÀ �ÒÉÓÌÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ ×ÖÕÒÎÁÌÅ �û×ÁÍÂÒÁÎÓËÉÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÉÄÅÁÌ� ÎÅ�ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏÊ.* * * * * *íÎÅ ÄÏ×ÅÌÏÓØ ×ÉÄÅÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÔÚÙ×Ù �Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ×� ÎÁ ÒÁÂÏÔÙ îÏ-ÂÅÌÅ×ÓËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÅ ÁÓÔÒÏÆÉÚÉËÉ ÏÂßÑÓÎÉÌÉ ÍÎÅ, ËÁËÏÎÉ ÏÔ×ÅÒÇÌÉ ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ ÒÏÓÓÉÊÓËÉÍÉ ÁÓÔÒÏÎÏÍÁÍÉ (çÁÒØËÁ×ÙÍ É æÒÉÄÍÁÎÏÍ)�ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÏÒÂÉÔ Ó�ÕÔÎÉËÏ× õÒÁÎÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÏÊ �ÒÉ �ÏËÒÙ-ÔÉÉ õÒÁÎÏÍ Ú×ÅÚÄÙ ÓÉÓÔÅÍÅ ÅÇÏ ËÏÌÅ� (É �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÎÙÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÓÑ�Å×Ó�ÕÓÔÑ �ÒÉ �ÒÏÌÅÔÅ �÷ÏÑÄÖÅÒÁ� ÍÉÍÏ õÒÁÎÁ). íÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÁ ÏÔËÁÚÁ ÂÙÌÁ ÔÁËÏÊ:�õ ÎÁÓ × áÍÅÒÉËÅ ÇÏÓ�ÏÄÓÔ×ÕÅÔ ÄÒÕÇÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÝÅÌÅÊ ÍÅÖÄÕ ËÏÌØ�ÁÍÉ óÁÔÕÒÎÁ,ÞÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÏ×ÅÔÓËÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ �ÔÅÏÒÉÑ �ÁÓÔÕÈÏ×�),



222 ÷. é. áÒÎÏÌØÄ�ÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÒÁÂÏÔÁ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ × ÎÁÛÅÍ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÍ ÖÕÒÎÁÌÅ ÂÙÔØ ÎÅÍÏÖÅÔ.�äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ | ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ �öÕÒÎÁÌÏÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ É ÔÅÏÒÅÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ� ÓÔÁÔØÉ (ÎÁÇÒÁÖÄÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ �ÁÒÕ ÌÅÔ ìÅÎÉÎÓËÏÊ �ÒÅÍÉÅÊ): × ÏÔ-ÚÙ×Å ÓÁÍÏÇÏ ×ÙÓÏËÏË×ÁÌÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÁ ÜÔÁ ÓÔÁÔØÑ Õ�ÒÅËÁÌÁÓØ ×ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:1) × ÎÅÊ Õ�ÏÔÒÅÂÌÑÌÉÓØ ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ × öü�æ ÓÌÏ×Á �ÔÅÏÒÅÍÁ� É �ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï�;2) Á×ÔÏÒ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌ, ÞÔÏ �ÉÚ A ×ÙÔÅËÁÅÔ B�, ÔÏÇÄÁ ËÁË ËÁÖÄÏÍÕ ÆÉÚÉËÕ ÉÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ A ÉÚ B ÎÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ;3) × ÒÁÂÏÔÅ Õ�ÏÍÉÎÁÀÔÓÑ ÎÅÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÒÍÉÎÙ ��Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÔÏÒÁ� É �ÍÅÒÁìÅÂÅÇÁ� (�ÍÅÒÙ ÂÙ×ÁÀÔ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ, ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÅ, | ÍÅÔÒÙ É Ô. �., ÉÌÉÁÎÇÌÉÊÓËÉÅ | ÑÒÄÙ, ÄÀÊÍÙ É Ô. �., Á ÍÅÒ ìÅÂÅÇÁ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ�).õ�ÏÍÑÎÕÔÁÑ ÓÔÁÔØÑ, ÏÔ×ÅÒÇÎÕÔÁÑ ÆÉÚÉËÁÍÉ, ÂÙÌÁ �ÏÜÔÏÍÕ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ×ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÖÕÒÎÁÌÅ, ÎÏ ÎÁ �ÒÉÓÕÖÄÅÎÉÉ ÚÁ ÎÅÅ ìÅÎÉÎÓËÏÊ �ÒÅÍÉÉ ÎÁÓÔÏÑÌÉ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÉÍÅÎÎÏ ÆÉÚÉËÉ, �ÏÓÔÏÑÎÎÏ ÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÅ (Á ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑÓÅË�ÉÑ �ÒÏÇÏÌÏÓÏ×ÁÌÁ �ÒÏÔÉ×). * * * * * *ðÒÏÞÉÔÁ× ÜÔÏÔ ÏÔÚÙ× (É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÄÏÂÎÙÈ ÅÍÕ ÍÎÅÎÉÊ �Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ×� ÏÄÒÕÇÉÈ ÓÔÁÔØÑÈ), Ñ �ÒÉÛÅÌ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÌÁ-ÂÙÈ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÏÛÉÂÏÞÎÙÈ ÎÅÒÅ�ÅÎÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÂÏÔ �ÒÉÎÅÓÌÁ ÂÙ ÍÅÎØÛÅ ×ÒÅÄÁ,ÞÅÍ ÏÔËÁÚÙ × �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÏÔÚÙ×ÁÈ �ÏÄÏÂÎÙÈ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ× (ÏÔ-×ÅÒÇÛÉÈ × Ó×ÏÅ ×ÒÅÍÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË æÒÁÎ�ÉÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅÒÁÂÏÔÙ áÂÅÌÑ, Á �ÏÚÖÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, É ÔÅËÓÔÙ çÁÌÕÁ).íÎÏÇÏ �ÏÄÏÂÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ× �ÒÉ×ÏÄÉÔ æ. ëÌÅÊÎ (× �ìÅË�ÉÑÈ Ï ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÉ × XIX ÓÔÏÌÅÔÉÉ�), ËÏÔÏÒÏÍÕ, ËÁÖÅÔÓÑ, ÔÁË É ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÏÔ�Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ× ÎÁÕËÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 5� ÄÏÓÔÏÊÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÉÚ ËÏÌÌÅÇ�Ï ÍÏÄÕÌÀ 7 ÄÌÑ Ó×ÏÅÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ �ÜÎ�ÉËÌÏ�ÅÄÉÉ�.÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÉÍÅÎÎÏ ×ÏÚÒÁÖÅÎÉÑ �Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ×� �ÒÏÔÉ× �ÞÒÅÚÍÅÒÎÏÊ �ÏÎÑÔ-ÎÏÓÔÉ� É �ÄÏÓÔÕ�ÎÏÓÔÉ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ� ÓÔÁÔÅÊ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÔÏÍÕ ÇÒÕÓÔÎÏÍÕ Ñ×ÌÅ-ÎÉÀ, ÞÔÏ Â�ÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ �ÕÂÌÉËÕÅÍÙÈ ÓÅÇÏÄÎÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÁÔÅÊ ÎÁ�ÉÓÁ-ÎÁ × ÎÁÒÏÞÉÔÏ ÎÅ�ÏÎÑÔÎÏÍ ÓÔÉÌÅ. ðÏ ÍÏÅÍÕ ÍÎÅÎÉÀ, ÎÅ ÔÏ 90% ÜÔÉÈ ÓÔÁÔÅÊÎÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ �ÕÂÌÉËÏ×ÁÔØ �Ï �ÒÉÞÉÎÅ ÉÈ �ÏÌÎÏÊ ÎÅÄÏÓÔÕ�ÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ.ï�ÁÓÎÏÓÔØ �ÒÉ×ÏÄÑÝÅÊ Ë ÎÅ�ÏÎÑÔÎÏÓÔÉ ÓÔÁÔÅÊ ÞÒÅÚÍÅÒÎÏÊ Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉ (ÎÅÔÏÌØËÏ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÎÏ É × ÄÒÕÇÉÈ ÎÁÕËÁÈ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ.ð. ëÁ�É�Á ÎÅÄÁÒÏÍ ÇÏ×ÏÒÉÌ, ÞÔÏ ÞÅÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÅÅ ÏÔËÒÙÔÉÅ, ÔÅÍ �ÒÏÝÅÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ.



úÁÄÁÞÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ
÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÄÂÏÒËÁ ÚÁÄÁÞ ÒÁÚÎÏÊ ÓÔÅ�Å-ÎÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÔÒÕÄÎÙÈ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÁÍÙÅÓÌÏÖÎÙÅ!) ÔÒÅÂÕÀÔ ÚÎÁÎÉÑ �ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ� ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ| ÁÎÁÌÉÚÁ, ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙÉ Ô. �.óÏÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍ ÜÔÏÊ �ÏÄÂÏÒËÉ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÉÖÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏËÁÖÕÔÓÑÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ ËÁË ÄÌÑ ÓÉÌØÎÙÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ, ÔÁË É ÄÌÑÓÔÕÄÅÎÔÏ×-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.íÙ ÏÂÒÁÝÁÅÍÓÑ Ó �ÒÏÓØÂÏÊ ËÏ ×ÓÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ Ó×ÏÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄÂÏÒ-ËÉ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ, �ÒÉÓÙÌÁÔØ ÉÈ × ÒÅÄÁË�ÉÀ. é, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÙ Ó ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅÍ ÂÕÄÅÍ�ÕÂÌÉËÏ×ÁÔØ Ó×ÅÖÉÅ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.÷ ÓËÏÂËÁÈ �ÏÓÌÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÆÁÍÉÌÉÑ Á×ÔÏÒÁ (ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÏ-ÒÏÎÙ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ �ÒÉ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÓÑ). åÓÌÉ Á×ÔÏÒ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ, ÔÏ × ÓËÏÂËÁÈÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÆÏÌØËÌÏÒ�.1. ðÏ ×ÅÔÏÞËÅ �ÏÌÚÅÔ ÞÅÒ×ÑÞÏË ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 1 ÍÍ/Ó, Á ×ÅÔÏÞËÁ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ,ÒÁÓÔÅÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 1 Í/Ó. óÍÏÖÅÔ ÌÉ ÞÅÒ×ÑÞÏË �ÒÏ�ÏÌÚÔÉ ×ÓÀ ×ÅÔÏÞËÕ?(÷ÅÔÏÞËÁ ÒÁÓÔÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÅ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÏÔ ËÏÎ�Ï× ÓÏÓËÏÒÏÓÔØÀ 0:5 Í/Ó.) (á. ä. óÁÈÁÒÏ×)2. äÁÎÏ n ÍÁÇÎÉÔÏÆÏÎÎÙÈ ËÁÔÕÛÅË, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍÏÔÁÎÙ ÌÅÎÔÙ ËÒÁÓÎÙÍÉËÏÎ�ÁÍÉ ÎÁÒÕÖÕ, É 1 �ÕÓÔÁÑ ËÁÔÕÛËÁ. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÅÒÅÍÏÔÁÔØ ×ÓÅ ÌÅÎÔÙ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÎÁ Ó×ÏÅÊ ËÁÔÕÛËÅ, ÎÏ ËÒÁÓÎÙÍ ËÏÎ�ÏÍ ×ÎÕÔÒØ?(ðÅÒÅÍÁÔÙ×ÁÔØ ÍÏÖÎÏ Ó ÌÀÂÏÊ ËÁÔÕÛËÉ ÎÁ �ÕÓÔÕÀ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ËÁ-ÔÕÛËÕ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÒÕÖÎÙÊ ËÏÎÅ� ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.)(á. ë. ëÏ×ÁÌØÄÖÉ)3. õÚÌÙ k-ÍÅÒÎÏÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × l �×ÅÔÏ×. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ Ó ÒÅÂÒÁÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉÏÓÑÍ ÒÅÛÅÔËÉ, Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. ðÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÉÎÁ ÒÁÚÍÅÒ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÅÛÅÔËÉ, ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÎÁÊÔÉ �ÁÒÁÌÌÅ�É�ÅÄ, ×ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ k É l. (á. ñ. âÅÌÏ×)4. äÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ak}∞k=1, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Á1 = 1, Ák = ak−1 + a[k=2℄ �ÒÉk > 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÅÅ ÞÌÅÎ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4. (í. ì. ëÏÎ�Å×ÉÞ)5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚ-ÒÙ×ÎÁÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ? (æÏÌØËÌÏÒ)6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÄÎÏËÒÕÇÏ×ÙÅ ÔÕÒÎÉÒÙ n ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏ×. äÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ ÎÁÊÄÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á s1 6 · · · 6 sn ÏÞËÏ×, ÎÁÂÒÁÎÎÙÈ ÉÇÒÏ-ËÁÍÉ, É ×ÏÚØÍÅÍ × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (s1; : : : ; sn).



224 úÁÄÁÞÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌäÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (n− 1)-ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏ-ÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ËÕÂÕ, Á ÅÇÏ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÕÒÎÉÒÁÍ, × ËÏÔÏÒÙÈ × ÌÀÂÏÊ �ÁÒÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×ÎÁÂÒÁ×ÛÉÊ ÂÏÌØÛÅ ÏÞËÏ× ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ × ÌÉÞÎÏÊ ×ÓÔÒÅÞÅ.(á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ, á. ÷. ó�É×ÁË)7. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ nk, ÇÄÅ n > 1, k > 1.îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ P , ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÈ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ,Ô. Å. ∑x∈P 1x− 1 : (ì. üÊÌÅÒ)8. íÏÖÅÔ ÌÉ ÆÉÇÕÒÁ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ �Ï�ÁÒÎÏÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÑÍÙÈ, Ó�ÒÏÅ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ?
(á. â. óËÏ�ÅÎËÏ×)9. óËÏÌØËÏ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ n ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ-×ÉÔØ, ÅÓÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÉÍ×ÏÌÙ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X É Y , ÏÔËÒÙ×Á-ÀÝÕÀ ( É ÚÁËÒÙ×ÁÀÝÕÀ ) ÓËÏÂËÉ, ÚÁ�ÑÔÕÀ (,), ÓÉÍ×ÏÌ Ä×ÕÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉg É ÓÉÍ×ÏÌ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f?óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ: X , Y |ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÌÀÂÏÅ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f(A) ÉÌÉ g(A;B), ÇÄÅ A, B | ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ �ÒÁ-×ÉÌØÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ. (æÏÌØËÌÏÒ)10. ðÒÉ ËÁËÉÈ �; �; 
 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚ-ËÅ ÄÌÉÎÙ 
, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÄÌÉÎÙ � �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ,Á �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÄÌÉÎÙ � | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ? (ð. óÁÍÏ×ÏÌ)11. �ÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÕÇÌÁÍÉ �, �, 
 ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÕÇÌÏ× ÎÁÄ×Å ÞÁÓÔÉ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÔÓÑ. ó ÏÓÔÁ×ÛÉÍÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÁ ÖÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ É Ô. Ä. äÌÑ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �, �, 
 ÍÏÖÅÔ�ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, �ÏÄÏÂÎÙÊ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ? (á. âÅÌÏ×, á. é. çÁÌÏÞËÉÎ)
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òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×Ù�ÕÓËÏ×6.2. õÓÌÏ×ÉÅ. äÁÎÁ ÍÁÔÒÉ�Á ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (aij) ÒÁÚÍÅ-ÒÁ 3× 3, �ÒÉÞÅÍ ×ÓÅ aij 6= 0. ðÕÓÔØ B = (bij) = (a−1ij ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ detB = 0.òÅÛÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ3∏i;j=1 aij · detB = ∣∣∣∣∣∣a12a13 a11a13 a11a12a22a23 a21a23 a21a22a32a33 a31a33 a31a32∣∣∣∣∣∣ ;Á Õ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÕÍÍÁ ÓÔÒÏË ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù A ÏÒ-ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ. úÎÁÞÉÔ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.(÷. ÷. äÏ�ÅÎËÏ)6.3. õÓÌÏ×ÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a1; : : : ; an






a1x1 + : : :+ anxn = 0;a1x21 + : : :+ anx2n = 0;: : :a1xn1 + : : :+ anxnn = 0ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ aiÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.òÅÛÅÎÉÅ. íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÁÖÅ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍ-ÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ai ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÔØ: �ÏÌÏÖÉÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ xi ÒÁ×ÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉ�Å, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒÅÓ-ÎÏ ÌÉÛØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. éÔÁË, �ÕÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. (�ìÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ�1)) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÁË ÌÉÎÅÊ-ÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ai. åÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ x1x2 · : : : · xn. åÓÌÉ ÜÔÏÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ai ÎÁÛÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, Ô. Å. ×ÓÅ ai ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ,ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÂÏ ÓÒÅÄÉ xi ÅÓÔØ ÎÕÌÉ,ÌÉÂÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ xi ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÅÓËÏÌØËÏ�ÅÒ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÅÎØÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÙ × ËÏÔÏÒÏÊ | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ai (× �ÅÒ×ÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ×) ÉÌÉ ÓÕÍÍÙ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ai (×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ; ÞÔÏÂÙ × ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÎÁÄÏ ÓÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÔØÒÁ×ÎÙÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ xi), É ÍÏÖÎÏ ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï n.1)óÍ. ÏÂÚÏÒ á. á. ëÉÒÉÌÌÏ×Á �éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÄ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ�,÷éîé�é, 1980, Ó. 11{12; ÔÁÍ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ ò. õ. âÉÇÌÏ×Á.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 9, 2005(225{233)



226 úÁÄÁÞÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. (��ÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÅÔÁ�) ðÕÓÔØ �k | k-ÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ x1; : : : ; xn. õÍÎÏÖÉÍ l-ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ (−1)n−l�n−l (l == 1; : : : ; n− 1) É ÓÌÏÖÉÍ ×ÓÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: ∑nk=1 ak(xnk +∑n−1l=1 (−1)n−l�n−lxlk) = 0.÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÷ÉÅÔÁ:(x− x1) · : : : · (x− xn) = xn − �1xn−1 + : : :+ (−1)k�kxn−k + : : :+ (−1)n�n:ïÎÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ë ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏÍÕ ×ÉÄÕ:(−1)n(a1 + : : :+ an)�n = 0 (ÎÕÖÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x = xk,ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ak É ÓÌÏÖÉÔØ). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ai ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ(ÏÔÌÉÞÎÏ!), ÌÉÂÏ 0 = �n = x1x2 · : : : · xn. á ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ,ÔÏ �ÅÒ×ÙÅ n − 1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÅÎØÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ(ÓÎÏ×Á ÉÎÄÕË�ÉÑ). (÷. ÷. äÏ�ÅÎËÏ)6.4. õÓÌÏ×ÉÅ. Á) íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ? á �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ?Â) íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏËÒÙÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÂÙÌÁ�ÏËÒÙÔÁ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÒÁÚÁ? á Ä×Á ÒÁÚÁ?òÅÛÅÎÉÅ. Á) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ Ñ×ÎÕÀËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ä. æÏÍÉÎÕ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÎÏÔÏÒÉÅ T ÎÁ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ (×ÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÎÉÚÁÎÙ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ).ðÕÓÔØ T | �ÏÌÎÏÔÏÒÉÅ; S′ | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ T ÔÁË, ÞÔÏ�ÅÎÔÒ O ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S′ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × T , Á ÒÁÄÉÕÓ S′ ÂÏÌØÛÅ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ�ÏÌÎÏÔÏÒÉÑ T ; T ′ | ÎÏ×ÏÅ �ÏÌÎÏÔÏÒÉÅ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ T ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ~̀, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ O É �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S′. ñÓÎÏ, ÞÔÏT ∪S ÄÏ�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÄÏ T ′. éÔÅÒÉÒÕÑ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, ÌÅÇËÏ �ÏÌÕ-ÞÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÔÏÒÉÊ T (k), T (k+1) = T (k)′ , ÚÁ�ÏÌÎÑÀÝÅÅ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅÌØÚÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏ-ÔÉ×ÎÏÅ. ðÏÓÔÒÏÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Pi ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ,ÒÁÄÉÕÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ðÅÒ×ÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ P0 ×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏ. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ Pi+1 �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Pi. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÒÁÄÉÕÓ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÄÉÕÓÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ. ïÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Pi ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ Pk �ÒÉ i > k. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁÕ ËÒÕÇÏ×, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ Pi. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ×ÓÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Pk �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ k, ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ.Â) ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÞÔÏ ËÁÖ-ÄÁÑ ÔÏÞËÁ �ÏËÒÙÔÁ ÒÏ×ÎÏ 2 ÒÁÚÁ. üÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ î. â. ÷ÁÓÉÌØÅ×Õ.ïÎ ÓÔÒÏÉÔÓÑ × Ä×Á ÛÁÇÁ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ×ÏÚØÍÅÍ ×ÓÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÄÉÁÍÅ-ÔÒÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ × �ÏÌÏÓÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ �ÏÌÏÓÙ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ 2 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÇÒÁ-ÎÉÞÎÕÀ | ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ. �Å�ÅÒØ ÚÁËÏÎÞÉÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ, ÄÏÂÁ×ÌÑÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÏ-



òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×Ù�ÕÓËÏ× 227ÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ,�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÍ �ÏÌÏÓÅ.äÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÞÔÏËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ �ÏËÒÙÔÁ ÒÏ×ÎÏ 3 ÒÁÚÁ. îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÏËÒÙÔÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÍÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÉÚÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ P , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÍÅÎÅÅ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ A ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØP ËÏÎÅÞÎÙÍ (ÏÔ 0 ÄÏ 3) ÞÉÓÌÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÏÓÔÁÌÁÓØ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, Á ÞÅÒÅÚ A �ÒÏÈÏÄÉÌÏ ÂÙ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÉÚ P ÍÅÎÅÅ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ,ÔÁË ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ. þÅÒÅÚ A É ÌÀÂÕÀÔÏÞËÕ, �ÏËÒÙÔÕÀ ÔÒÅÍÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÉÚ P , �ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÍÅÎÅÅ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.á ×ÓÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ | ËÏÎÔÉÎÕÕÍ. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ, ÓÏÈÒÁ-ÎÑÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀÞÅÒÅÚ A. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÎÕÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅ-ÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.÷ÏÚØÍÅÍ �ÅÒ×ÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ C. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀC ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÁÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É ÔÒÏÊËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. äÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌÁ � 6 C Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ P�. äÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌÁ 0 �ÏÌÁÇÁÅÍ P0 = ∅. åÓÌÉ� = � +1 | ÎÅ�ÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÔÏ P� ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÉÚ P� �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍÌÅÍÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ p� , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �. äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁ-ÅÍ, ÞÔÏ × P� ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ C-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ ÖÅ �|�ÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, � = ⋃i∈I �i, ÔÏ P� = ⋃i∈I P�i .íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ PC ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÒÅÛÉÔØ �ÕÎËÔ Á), Á ÔÁËÖÅÒÅÛÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ, ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, Á ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ �ÏËÒÙÔÁ ÒÏ×ÎÏ2004 �ÒÑÍÙÍÉ). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ×Ï�ÒÏÓ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÅÄßÑ×ÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÀ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÕÀ ÁËÓÉÏÍÕ ×ÙÂÏÒÁ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÕÀÉÎÄÕË�ÉÀ). (á. ñ. ëÁÎÅÌØ)6.11. õÓÌÏ×ÉÅ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÂÕË× ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. óÌÏ×Á×ÉÄÁ sut É suut ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÓÍÙÓÌ (ÚÄÅÓØ s, u, t | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á,×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÕÓÔÙÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÍÙÓÌÏ× ËÏÎÅÞÎÏ.òÅÛÅÎÉÅ. äÁÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÎÁÑËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÁ.ðÏÌÕÇÒÕ��Á P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {a1; : : : ; as} ⊆ P , ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÉÄÔÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ



228 úÁÄÁÞÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ�ÏÒÑÄËÅ, É ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÖÅÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ). ðÏÌÕÇÒÕ��Á PÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÎÁ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ P ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÅÎ, Ô. Å. a2 = a.÷×ÅÄÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÏÒÑÄËÁ É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ:s 6 v; ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t1; t2 st1 = st2 ⇒ vt1 = vt2; (6)s ∼ v; ÅÓÌÉ s 6 v É v 6 s: (∼)þÅÒÅÚ � ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù).ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.ìÅÍÍÁ 1. Á) s 6 us; Â) auas ∼ uas; ×) s ∼ t ⇔ st = s.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Á) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï uas 6 auas ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÉÚ Á). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,auas 6 uauas = (ua)2s = uas;�ÏÜÔÏÍÕ auas ∼ uas. ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ×): t� = t2 = tt, ÏÔËÕÄÁ s2 = s = s� == st.âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÞÉÓÌÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ,Ô. Å. ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏ.äÌÑ ÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÏÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÎÙÈ �ÏÌÕÇÒÕ�� Ó n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ-ÎÕÀ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ Ó n+ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ.óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × P ÅÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ, ÉÍÅÀ-ÝÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. ðÕÓÔØ a | ÓÁÍÁÑ ÌÅ×ÁÑ ÂÕË×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ v. �Ï-ÇÄÁ × ÓÉÌÕ �. Â) ÌÅÍÍÙ 1 ÂÕË×Á a × ÓÌÏ×Å v ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ: �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ÄÏ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÂÕË×Å a0 ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÄ�ÏÌÕÇÒÕ��Ù,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a1; : : : ; an, Á ÉÈ | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀÉÎÄÕË�ÉÉ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï × P ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ, Ô. Å.ÕËÁÚÁÔØ ÓÌÏ×Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P .óÌÏ×Ï ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÏËÒÁÔÉÍÏ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÒÑÄÏÍ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ Ä×Á �ÏÄÓÌÏ×Á, ÏÔÎÏÓÑÝÉ-ÅÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 1, �ÕÎËÔ ×).ðÏÓÔÒÏÉÍ �Ï ÓÌÏ×Õ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÚÉ�ÉÉ ÓÌÏ×Á, ÁÒÅÂÒÕ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ Ä×Å �ÏÚÉ�ÉÉ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÄÓÌÏ-×Á, ËÏÎ�Ù ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ �ÏÚÉ�ÉÑÈ. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÊ�ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ. éÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÍÓÅÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÍ ÞÉÓÌÅ �×ÅÔÏ× É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ ÞÉÓÌÅ ×ÅÒÛÉÎ × ÇÒÁÆÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÄ-ÎÏ�×ÅÔÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. îÏ ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÚÁ-�ÉÓÁÎÎÙÈ �ÏÄÒÑÄ �ÏÄÓÌÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕòÁÍÓÅÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: �ÕÓÔØ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ËÏÎÅÞÎÏÊÄÌÉÎÙ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × ÎÅÓËÏÌØËÏ �×ÅÔÏ×, ÔÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×�ÒÁ×Ï ÓÌÏ×Ï



òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×Ù�ÕÓËÏ× 229ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ËÕÓËÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ËÕÓËÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ �ÅÒ×ÏÇÏ, ÂÙÌÉ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ. (á. ñ. ëÁÎÅÌØ)7.1. õÓÌÏ×ÉÅ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ x1 6 x2 6 · · · 6 xn É |xi − yi| 6 " �ÒÉ ×ÓÅÈ i;z1 6 z2 6 · · · 6 zn | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÅÒÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÎÉÑ ÎÁÂÏÒÁ {yi}ni=1 × �ÏÒÑÄËÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |xi − zi| 6 " �ÒÉ ×ÓÅÈ i.òÅÛÅÎÉÅ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÁËÏÍÕ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÎÅÕÂÙ-×ÁÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x1 6 x2 6 · · · 6 xn É z1 6 z2 6 · · · 6 zn �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÏÍ i ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |xi − zi| > ", ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ� : [1; n℄→ [1; n℄ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏ |xk − z�(k)| > ".òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ xi < zi. îÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ k ∈ [1; i℄, ÞÔÏ �(k) > i. äÌÑ ÜÔÏÇÏk ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ
|xk − z�(k)| = z�(k) − xk > zi − xi > ":óÌÕÞÁÊ xi > zi ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÔÁËÏÅ k ∈ [i; n℄, ÞÔÏ�(k) 6 i. �ÏÇÄÁ xk − z�(k) > xi − zi > ": (í. î. ÷ÑÌÙÊ)7.3. õÓÌÏ×ÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù AAT É ATA ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅÎÁÂÏÒ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÇÄÅ A | �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, AT |ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ A ËÁË ÍÁÔÒÉ�Õ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÁ ÉÚ V = Rn × W = Rm. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (Ax; y) = (x;AT y) (ÞÅÒÅÚ (·; ·) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ), �ÏÜÔÏÍÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ V = kerA ⊕ imAT ,W = kerAT ⊕ imA. îÁ�ÒÉÍÅÒ,v ∈ kerA⇔ (∀u ∈ V )(Av; u) = 0⇔ (∀u ∈ V )(v;ATu) = 0 ⇔ v⊥ imAT :äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ kerATA = kerA. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,AATx = 0 ⇒ (ATx;ATx) = 0⇔ ATx = 0 ⇒ AATx = 0:úÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÔÁË. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ x ÄÌÑ ATA Ó ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ � ÌÅÖÉÔ × ÏÂÒÁÚÅ AT , �ÏÓËÏÌØËÕ x = AT ( 1�Ax).éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ x ÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅx = AT y, ÇÄÅ y⊥ kerAT , Ô. Å. y ∈ imA. éÍÅÅÍ: ATAAT y = �AT y, Ô. Å.AT (AAT y − �y) = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒ AAT y − �y ÌÅÖÉÔ × ÏÂÒÁÚÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A,É �ÏÔÏÍÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÑÄÒÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ AT . úÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, Ô. Å. y |ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ AAT Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �, ÞÔÏ É ÔÒÅ-ÂÏ×ÁÌÏÓØ (ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÔÁË ÖÅ). (÷. ÷. äÏ�ÅÎËÏ)7.4. õÓÌÏ×ÉÅ. x; y > 0. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: xy + yx > 1.



230 úÁÄÁÞÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌòÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x É y ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ 0 < x; y < 1. ðÒÉ 0 < y < 1ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á âÅÒÎÕÌÌÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏx1−y = (1 + (x− 1))1−y < 1 + (x− 1)(1− y) = x+ y − xy < x+ y:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, xy > xx+ y . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,xy + yx > xx+ y + yx+ y = 1: (á. é èÒÁÂÒÏ×)7.9. õÓÌÏ×ÉÅ. �ÒÉ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÉÍÅÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï n1, n2, n3 ÄÏÌÌÁÒÏ×.ëÁÖÄÙÊ ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔËÕ É �ÏÌÕÞÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | �ÏÒÅÌ� ÉÌÉ �ÒÅÛËÕ�. åÓÌÉ ÕÏÄÎÏÇÏ ÎÅ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÞÔÏ Õ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ, ÔÏ ÔÅ Ä×ÏÅ �ÌÁÔÑÔ ÅÍÕ �Ï ÄÏÌ-ÌÁÒÕ. åÓÌÉ ÖÅ ×ÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÔÏ ÄÅÎØÇÉ ÎÅ ÄÅÌÑÔ, ÎÏ �ÔÁËÔ� ÉÇÒÙ�ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ. éÇÒÁ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÄÅÎÅÇ. ðÏÄ-ÓÞÉÔÁÔØ ÓÒÅÄÎÀÀ �ÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÇÒÙ.òÅÛÅÎÉÅ. ïÔ×ÅÔ: 4n1n2n33(n1 + n2 + n3)− 6 :÷ ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ Ä×Å ÌÅÍÍÙ.ðÅÒ×ÁÑ | ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.ìÅÍÍÁ 1. îÅÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ N ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó N ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ-ÍÉ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ1) V Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ G (×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ, ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ) . ðÕÓÔØ ÇÒÁÎÉ�Á ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊÔÏÞËÉ (Ô. Å. ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÕÔØ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈÔÏÞÅË). ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ �ÒÉ�ÉÓÁÎÏ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ ÔÁË, ÞÔÏ1) ÞÉÓÌÏ × ËÁÖÄÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÞÉ-ÓÅÌ × ËÏÎ�ÁÈ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅÅ ÒÅÂÅÒ;2) ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.�ÏÇÄÁ É ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÛÉÎÕ A, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ�Ï ÍÏÄÕÌÀ ÞÉÓÌÏ M . ÷ ÓÉÌÕ 1) × ËÏÎ�ÁÈ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ ÎÅÅ ÒÅÂÒÁ ÔÁË-ÖÅ ÓÔÏÉÔ M . ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ M ÓÔÏÉÔ ×Ï ×ÓÅÈ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÈ ÉÚ A. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ A ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ,ÔÏ M = 0.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. õÓÌÏ×ÉÅ 1) ÍÏÖÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ, ÎÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ.1)÷ ÇÒÁÆÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÅÔÌÉ.



òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×Ù�ÕÓËÏ× 231íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÇÒÁ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å V �ÏÚÉ�ÉÊ ×ÉÄÁ(n1; n2; n3), ÇÄÅ n1, n2, n3 | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÄÁÎ-ÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ n1 + n2 + n3 = n:îÁÚÏ×ÅÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ �ÏÚÉ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, Ô. Å. ÇÄÅ �Ï ËÒÁÊ-ÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ n1, n2, n3 ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, É �ÏÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ-×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ V , ÓÏÅÄÉÎÉ× ×ÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ ËÁÖÄÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ �ÏÚÉ�ÉÀá(n1; n2; n3) Ó �ÏÚÉ�ÉÑÍÉ, ËÕÄÁ ÉÚ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ ÚÁ ÏÄÉÎ ÔÁËÔ, Ô. Å. Ó ÓÁ-ÍÏÊ �ÏÚÉ�ÉÅÊ á É �ÏÚÉ�ÉÑÍÉ á′(n1 − 1; n2 − 1; n3 + 2), á′′(n1 − 1; n2 + 2; n3 − 1),á′′′(n1+2; n2−1; n3−1). îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÚÁ ÏÄÉÎÔÁËÔ ÉÚ �ÏÚÉ�ÉÉ A × ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈ �ÏÚÉ�ÉÊ ÒÁ×ÎÁ 1=4. éÚ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ�ÏÚÉ�ÉÊ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G) ÒÅÂÒÁ ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÔ.1) óÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÒÅÄÎÀÀ �ÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ l(A) ÉÇÒÙ, ÎÁÞÁ×ÛÅÊÓÑ× �ÏÚÉ�ÉÉ A, × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ËÏÎÅÞÎÁ. ÷ ÓÉÌÕ×ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ l(á) = 1 + 14(l(á) + l(á′) + l(á′′) + l(á′′′)): (∗)(íÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ l(á) = 0 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ).ðÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÉÚ-×ÅÓÔÎÙÈ, ÒÁ×ÎÙÍ ÞÉÓÌÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉ-ÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ l(á) = 14(l(á) + l(á′) + l(á′′) + l(á′′′)):÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 ÉÓÈÏÄÎÁÑÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, �ÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ. ïÓÔÁÌÏÓØ �ÕÇÁÄÁÔØ� ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ.ðÏÓËÏÌØËÕ l(A) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ �ÏÚÉ�ÉÑÈ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï�ÒÏ-ÂÏ×ÁÔØ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ an1n2n3. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × (*) É ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ,�ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (3n− 6)a = 4, Ô. Å. a = 43n− 6 .2) äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÑÑ �ÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÇÒÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ËÏ-ÎÅÞÎÁ. l(á) = ∞∑k=1 kpk(A);ÇÄÅ pk(A) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÇÒÁ, ÎÁÞÁ×ÛÉÓØ Ó �ÏÚÉ�ÉÉ A, ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑÒÏ×ÎÏ ÞÅÒÅÚ k ÔÁËÔÏ×. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ pk(A), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍpk+1(á) = 14 (pk(á) + pk(á′) + pk(á′′) + pk(á′′′)); (∗∗)ËÏÔÏÒÙÅ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉp0(á) = { 0; A =∈ G;1; A ∈ GÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ pk(á) = 0 �ÒÉ A ∈ G É k > 0, �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÉÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ.



232 úÁÄÁÞÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ pk Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ pk(á) (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÎÏÞÉÓÌÕ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ V ). óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (**) ×ÍÅÓÔÅ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ pk+1 = Upk, ÇÄÅ U | ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. �ÏÇÄÁ pk = Ukp0:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ∑∞k=1 Uk. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ U (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÅ) �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ 1. (îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÓÌÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù Ë ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊÆÏÒÍÅ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ).ðÕÓÔØ x | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ U , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ-ÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �:�x(á) = 14(x(á) + x(á′) + x(á′′) + x(á′′′)) �ÒÉ A =∈ G; (***)�x(á) = 0 �ÒÉ A ∈ G:åÓÌÉ |�| > 1, ÎÏ � 6= 1, ÔÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ x(á)×ÅËÔÏÒÁ x, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �ÒÉÄÅÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ | ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
(�− 14) x(A) = 14(x(á′) + x(á′′) + x(á′′′));ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÇÏ (***), �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÂÏÌØÛÅ �ÒÁ×ÏÊ. åÓÌÉ ÖÅ � = 1, ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ x ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ 2, É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. (ì. íÅÄÎÉËÏ×)7.11. õÓÌÏ×ÉÅ. BÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑA0Xn +A1Xn−1 + · · ·+An = 0�Ï ÍÏÄÕÌÀ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
{vk = A0uk+n +A1uk+n−1 + · · ·+Anuk}ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {uk} ÔÏÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.òÅÛÅÎÉÅ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A0 = 1.òÁÚÌÏÖÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = xn + A1xn−1 + · · · +An ÎÁÍÎÏÖÉÔÅÌÉ: P (x) = (x− �1)(x− �2) · : : : · (x− �n); �i ∈ C; |�i| < 1:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �� × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:u 7→ ��(u); (��(u))i = ui+1 − �ui:ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ v ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ��iË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ u: v = n∏i=1��iu :



òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×Ù�ÕÓËÏ× 233�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: �ÕÓÔØ |�| < 1, Á v = ��u |ÓÈÏÄÉÔÓÑ. �ÏÇÄÁ É u ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ limk→∞
vk == 0, �ÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍÅÎÁ �vk = vk − 
, �uk = uk − 
=(1− �) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ vk = uk+1 − �uk. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ limk→∞

uk = 0, É ÚÁÄÁÞÁÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÁ.éÎÄÕË�ÉÅÊ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅuN+r = �ruN + �r−1vN+1 + · · ·+ �vN+r−1 + vN+r: (*)åÓÌÉ vk ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 É ×ÓÅÈ k, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ,×Ù�ÏÌÎÅÎÏ |vk| < ". éÚ (*) �ÏÌÕÞÁÅÍ
|uN+r| 6 |�|r|uN |+ "(|�|r−1 + · · ·+ � + 1) < |�|r|uN |+ "1 − |�| :éÚ ÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ C > 1=(1 − |�|) É �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ r×Ù�ÏÌÎÅÎÏ

|uN+r| < C";Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ uk ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. (á. ñ. ëÁÎÅÌØ)8.8. õÓÌÏ×ÉÅ. ÷ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÔÁÂÌÉ�Ù n× n ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÉÓÌÁ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÁ × ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÔÁÂÌÉ�Ù ÔÁË, ÞÔÏÂÙËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ1) ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ2).òÅÛÅÎÉÅ. õÓÌÏ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ËÌÅÔÏË). óÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÚÁ�ÉÓÁÔØÎÕÌÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 7.9 (Ó. 230) (×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ ËÌÅÔËÁÍ ÔÁÂÌÉ�Ù, ÒÅÂÒÁ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÔÏÞËÉ) ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 7.9 (Ó. 230) ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, �ÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ÷ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÒÅÞØ ÛÌÁ Ï Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å. îÏ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÁÚÕÍÎÏÊ� ÔÁÂÌÉ�Ù, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ.(ì. íÅÄÎÉËÏ×)
1)éÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÞÉÓÌÁ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ËÌÅÔËÁÈ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.2)íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÓÏÓÅÄÓÔ×Ï ��Ï ÓÔÏÒÏÎÅ�, ÔÁË É ��Ï ×ÅÒÛÉÎÅ�.



îÏ×ÙÅ ÉÚÄÁÎÉÑ
ëÎÉÇÉ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Á íãîíï (2004 Ç.):ü. áÒÔÉÎ. �ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ. ðÅÒ. Ó ÁÎÇÌ. á. ÷. óÁÍÏÈÉÎÁ. 66 Ó.÷ ËÎÉÇÅ ÉÚÌÏÖÅÎÙ ÏÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ. ïÎÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ ÑÓÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ, ÍÁÔÅÒÉÁÌÔÝÁÔÅÌØÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÎ, ÅÅ Á×ÔÏÒ | ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË. ÷�ÅÒ×ÙÅ ÏÎÁ ÂÙÌÁ Ï�ÕÂÌÉ-ËÏ×ÁÎÁ × 1944 Ç. É ÚÁÔÅÍ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ �ÅÒÅÉÚÄÁ×ÁÌÁÓØ. ïÔÄÅÌØÎÁÑ ÇÌÁ×Á �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ É �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �ÒÁ-×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ. äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× É ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ×ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ.÷. í. âÕÈÛÔÁÂÅÒ, �. å. ðÁÎÏ×. �ÏÒÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ.272 Ó.ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ËÎÉÇÉ | ××ÅÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÑ × ÏÂÛÉÒÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, ÂÏ-ÇÁÔÕÀ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ É ×ÁÖÎÙÍÉ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ. ïÎÁ ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ�ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉÄ�ÁÔØ ÌÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ×ÚÁÉÍÏ�ÒÏÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ÉÄÅÊ, ÍÅÔÏÄÏ× É ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÇÏ-ÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ, Á × ÓÁÍÏÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ É ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. óÒÅÄÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÉÚÕÞÁÅ-ÍÙÈ × ËÎÉÇÅ, �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ, ÔÁË É �ÏÑ×É×ÛÉÅÓÑ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÄÁ×ÎÏ. üÔÏ| ×Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÅ É ËÕÂÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ, ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÓÆÅÒ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅÁÎÁÌÏÇÉ ÉÈ, ÍÏÍÅÎÔ-ÕÇÏÌ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÊ ÎÏ×ÙÊ ËÌÁÓÓ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ. ÷ ËÎÉÇÅ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÑÒ-ËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÏÂÑÚÁÎÎÙÅ ÇÌÕÂÏËÉÍ Ó×ÑÚÑÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ ÉÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ É ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ,�ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÈ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÉ Ó×ÑÚÉ. ëÎÉÇÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÏÊ Ó�ÉÓÏËÏÔËÒÙÔÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ.ó. ç. ÷ÌÜÄÕ�, ä.à. îÏÇÉÎ, í. á. ãÆÁÓÍÁÎ. áÌÇÅÂÒÏÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÄÙ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ�ÏÎÑÔÉÑ. 504 Ó.ëÎÉÇÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÏÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÄÏ× | ÏÂÌÁÓÔÉ, ×ÏÚÎÉËÛÅÊ ×ÎÁÞÁÌÅ ×ÏÓØÍÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ× �ÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ ÎÁ ÓÔÙËÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ËÉ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÚÄÅÓØ ×ÙÓÔÕ�ÁÀÔ ÔÁËÉÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ, Ó ÄÒÕÇÏÊ | ÔÅÏÒÉÑ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ,ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÅÏÒÉÑ �ÌÏÔÎÙÈ Õ�ÁËÏ×ÏË, É Ô. Ä. ëÎÉÇÁ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ �ÒÅÄ-×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á ÎÉ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÎÉ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ.åÅ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÇÌÁ×Ù ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ××ÅÄÅÎÉÅÍ ËÁË × ÔÅÏÒÉÀ ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈ ËÏÄÏ×,ÔÁË É × ÔÅÏÒÉÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ. ïÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÒÉ×ÙÍÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ. îÁËÏÎÅ�, ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ | ÓÏÂ-



îÏ×ÙÅ ÉÚÄÁÎÉÑ 235ÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÅÏÒÉÑ ÁÌÇÅÂÒÏÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÄÏ×. ëÎÉÇÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÅÚÎÁ ËÁË ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ, ÔÁË É Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÁÍ.à. ÷. çÅÒÏÎÉÍÕÓ. ÷ ÍÏÌÏÄÙÅ ÇÏÄÙ. á×ÔÏÂÉÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÚÁ�ÉÓËÉ. 688 Ó.î. ÷. çÏÒÂÁÞÅ×. óÂÏÒÎÉË ÏÌÉÍ�ÉÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. 560 Ó.÷ ËÎÉÇÅ ÓÏÂÒÁÎÙ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÚÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ | ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ,ËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÏ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÕÓÔÎÏ × ÏÄÎÕ ÓÔÒÏÞËÕ, ÔÁË É ÚÁÄÁÞÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÇÏ ÔÉ�Á.ëÎÉÇÁ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ, ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÕÖËÏ×,ÓÔÕÄÅÎÔÏ× �ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ, É ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ.í. á. å×ÄÏËÉÍÏ×. ïÔ ÚÁÄÁÞÅË Ë ÚÁÄÁÞÁÍ. 72 Ó.ëÎÉÇÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 80 ÎÅÏÂÙÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞ Ó �ÏÄÒÏÂÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍÉ.äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÚÁÄÁÞ �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �úÁÄÁÞËÉ� ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÚÎÁ-ÎÉÊ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. üÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÏÌØËÌÏÒ�, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ×ÓÅÍ ÌÀÂÉÔÅÌÑÍ �ÏÒÁÚÍÙÛÌÑÔØ ÎÁÄ ÚÁÎÉÍÁÔÅÌØÎÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ. ÷ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ�úÁÄÁÞÉ� ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Á×ÔÏÒÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, �ÒÅÄÌÁÇÁ×ÛÉÈÓÑ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ (íÏÓËÏ×ÓËÏÊ, ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ, ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁÈ íçõ É ÄÒ.). äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁ-ÔÅÌÅÊ ËÎÉÇÁ ÓÎÁÂÖÅÎÁ ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ �ÕÔÅ×ÏÄÉÔÅÌÅÍ. äÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅÊÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÕÖËÏ× É ×ÓÅÈ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.ä. ð.öÅÌÏÂÅÎËÏ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ É ÍÅÔÏÄÙ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. 488 Ó.ðÒÅÄÍÅÔ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÔÏÞÎÅÅ | ËÁËÔÅÏÒÉÀ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ (Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏ-ÚÎÁÞÎÙÅ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. ë ÞÉÓÌÕ ÔÁËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÏÔÎÏÓÑÔ-ÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù, ÇÒÕ��Ù ìÉ. äÅÔÁÌØÎÏÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÁÓ�ÅËÔÙ ÔÅÏÒÉÉ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒÎÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ, ÔÅÏÒÉÑ óÏÆÕÓÁ ìÉ Ï Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ìÉ ÉÇÒÕ��ÁÍÉ ìÉ. ïÓÏÂÅÎÎÏ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÇÒÕ��ÙìÉ, ÂÁÎÁÈÏ×Ù ÁÌÇÅÂÒÙ, Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÇÒÕ��Ù. ëÎÉÇÁ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÁ ÎÁ ÛÉÒÏËÉÊ ËÒÕÇ ÞÉÔÁ-ÔÅÌÅÊ, ÏÔ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× É ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÏ ÎÁÕÞÎÙÈÒÁÂÏÔÎÉËÏ×, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÏÂÝÉÍÉ ×Ï�ÒÏÓÁÍÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.úÁÄÁÞÉ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, �ÒÅÄÌÁÇÁ×ÛÉÅÓÑ ÕÞÅÎÉËÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ 57 ÛËÏÌÙ(×Ù�ÕÓË 2004 ÇÏÄÁ, ËÌÁÓÓ �ä�) ðÏÄ ÒÅÄ. ÷. äÏ�ÅÎËÏ. 224 Ó.ëÎÉÇÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÕÞÅÂÎÙÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑ×ÛÉÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ËÕÒÓÁ �ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ� × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÌÁÓÓÅ 57 ÛËÏÌÙ (×Ù�ÕÓË 2004 ÇÏÄÁ, ËÌÁÓÓ �ä�).÷ ÎÅÅ ×ËÌÀÞÅÎÙ ÚÁÄÁÞÉ ×ÅÞÅÒÎÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÙ É ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÊ, ÚÁÄÁÞÉ ×ÓÅÈÔÒÅÈ ÌÅÔ ÏÂÕÞÅÎÉÑ (×ËÌÀÞÁÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ É ÜËÚÁÍÅÎÙ), Ó�ÉÓÏË ÔÅÍ �ÒÏÞÉÔÁÎ-ÎÙÈ ÌÅË�ÉÊ É ÉÚÂÒÁÎÎÙÅ ËÕÒÓÏ×ÙÅ ÒÁÂÏÔÙ ÛËÏÌØÎÉËÏ×.ó. â. ëÁÔÏË. p-ÁÄÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ. ðÅÒ. Ó ÁÎÇÌ. ð. á. ëÏÌ-ÇÕÛËÉÎÁ. 112 Ó.÷ ÂÒÏÛÀÒÅ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ:�ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÉÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÔÌÉÞÉÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÏ× ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØ-ÎÏÓÔÅÊ.÷. ÷. ìÅÂÅÄÅ×. æÌÕËÔÕÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ × ÍÁËÒÏÆÉÚÉËÅ. 256 Ó.÷ ËÕÒÓÅ ÌÅË�ÉÊ ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÉÑ ÆÌÕËÔÕÁ�ÉÏÎÎÙÈ Ñ×ÌÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÍÁËÒÏ-ÓËÏ�ÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ Ó×ÏÂÏÄÙ. îÁÒÑÄÕ Ó ÁÎÁÌÉÚÏÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ Ñ×ÌÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ-ÎÙ ÆÌÕËÔÕÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÁÚÁÈ ËÏÎÄÅÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÇÄÅÜÔÉ ÜÆÆÅËÔÙ ÉÇÒÁÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ



236 îÏ×ÙÅ ÉÚÄÁÎÉÑÆÌÕËÔÕÁ�ÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ËÁË Ë ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÎÙÍ, ÔÁË É Ë ÎÅÒÁ×ÎÏ×ÅÓÎÙÍ ÓÉÓÔÅ-ÍÁÍ. íÏÎÏÇÒÁÆÉÑ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× É ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÆÁËÕÌØÔÅÔÏ×õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ× É ÉÎÖÅÎÅÒÏ×, ÞØÉ ÉÎÔÅÒÅÓÙ Ó×ÑÚÁÎÙÓ ÆÉÚÉËÏÊ ËÏÎÄÅÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÒÅÄ.ï. á. ìÏÇÁÞÅ×, á. á. CÁÌØÎÉËÏ×, ÷. ÷. ñÝÅÎËÏ. âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×Á-ÎÉÑ É ËÒÉ�ÔÏÌÏÇÉÉ. 470 Ó.÷ ËÎÉÇÅ ×�ÅÒ×ÙÅ ÎÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ × ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ×ÉÄÅ ÉÚÌÏÖÅÎÙ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁ-ÆÉÞÅÓËÉÅ É ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ËÏÄÏ×ÙÅ ÁÓ�ÅËÔÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ Á��ÁÒÁÔÁ ÔÅÏÒÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ. éÓËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÌÉÛØ ×Ï�ÒÏÓÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÒÅÛÅÎÉÅÍÓÉÓÔÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ËÎÉÇÅ ÎÁÛÌÉ Ó×ÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÔÁË É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÅ × �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ. äÌÑ �ÏÎÉÍÁÎÉÑËÎÉÇÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ó×ÅÄÅÎÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÈ ËÕÒÓÁÈ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅ-ÂÒÅ, ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕ��, ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÌÅÊ É �ÏÌÉÎÏÍÏ×, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ É ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ðÏÍÉÍÏ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÏÓÎÏ×ÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔÅÊ. ïÓÎÏ×ÏÊ ÄÌÑ ËÎÉÇÉ �ÏÓÌÕÖÉÌÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÕÒÓÏ×, ÞÉÔÁÅÍÙÈ Á×ÔÏÒÁÍÉ × íçõÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ É ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, Ó�Å�ÉÁÌÉÚÉÒÕÀÝÉÈÓÑ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ �éÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÁÑÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔØ�. ëÎÉÇÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÅÚÎÁ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ, ÁÓ�ÉÒÁÎÔÁÍ É ÎÁÕÞÎÙÍ ÒÁÂÏÔÎÉËÁÍ,ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÍÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ, ÔÅÏÒÉÅÊ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ËÒÉ�ÔÏÌÏÇÉÅÊ. ïÎÁÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ËÁË Ó�ÒÁ×ÏÞÎÉË.ó. í. ìØ×Ï×ÓËÉÊ. ìÅË�ÉÉ �Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ. 136 Ó.üÔÁ ÂÒÏÛÀÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ËÕÒÓÁ ÌÅË�ÉÊ, �ÒÏÞÉÔÁÎÎÏ-ÇÏ Á×ÔÏÒÏÍ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ËÕÒÓÅ îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÍÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ × ×ÅÓÅÎÎÅÍ ÓÅÍÅ-ÓÔÒÅ 2002 ÇÏÄÁ. ðÏÍÉÍÏ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ; ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ {òÏÈÁÉ (ÏÔÞÁÓÔÉ) ÔÅÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ, Á × �ÅÒ×ÏÍ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÄÌÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ-×ÙÈ) �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.é. í. ðÁÒÁÍÏÎÏ×Á, ï. ë. ûÅÊÎÍÁÎ. úÁÄÁÞÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �áÌÇÅÂÒÙ ìÉ É ÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ�.48 Ó.÷ ÓÂÏÒÎÉËÅ, × ÆÏÒÍÅ ÚÁÄÁÞ, ÄÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÓÎÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒìÉ, ×ËÌÀÞÁÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ É �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÒÎÅÊ, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ËÏ-ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, ××ÅÄÅÎÉÅ × ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÁ�Á {íÕÄÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ×ËÌÀÞÁÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÷ÅÊÌÑ {ëÁ�Á, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ËÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ íÁËÄÏÎÁÌØÄÁ. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÚÎÁÎÉÅ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÉ × ÏÂßÅÍÅ �ÅÒ×ÙÈ ÔÒÅÈ ÓÅÍÅÓÔÒÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÁËÕÌØÔÅÔÏ×.ñ. ð. ðÏÎÁÒÉÎ. áÌÇÅÂÒÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ: ëÎÉÇÁ ÄÌÑÕÞÁÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÛËÏÌ, ÕÞÉÔÅÌÅÊ É ÓÔÕÄÅÎÔÏ× �ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ×ÕÚÏ×.160 Ó.÷ ËÎÉÇÅ × ÎÁÕÞÎÏ-�Ï�ÕÌÑÒÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×Ù ÍÅÔÏÄÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ïÔÄÅÌØÎÙÅ ÇÌÁ×Ù �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ, �ÒÑÍÏÊ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,ÌÉÎÅÊÎÙÍ É ËÒÕÇÏ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ. íÅÔÏÄ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑÎÁ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÂÏÌÅÅ 60 ÚÁÄÁÞ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ. äÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ�ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ 200 ÚÁÄÁÞ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÁÍÉ ÉÌÉ ÕËÁÚÁÎÉÑÍÉ. ëÎÉÇÁ ÁÄÒÅÓÕ-ÅÔÓÑ ×ÓÅÍ ÌÀÂÉÔÅÌÑÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÖÅÌÁÀÝÉÍ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ Ï×ÌÁÄÅÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ËÒÕÖËÏ× É ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÙÈÚÁÎÑÔÉÊ × ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ.÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×. üÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ. 352 Ó.



îÏ×ÙÅ ÉÚÄÁÎÉÑ 237íÅÔÏÄÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ, ×ÅÓØÍÁ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙ. ÷ ÜÔÏÊ ËÎÉ-ÇÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÍÅÔÏÄÙ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁËÌÀÞÁÀÔ-ÓÑ × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ËÁËÉÅ-ÔÏÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, É ÍÅÔÏÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁËÌÀÞÁ-ÀÔÓÑ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. îÅÒÅÄËÏ ÏÄÎÕÉ ÔÕ ÖÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ËÁË ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ, ÔÁËÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍÉ. ÷ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÏÂÁ �ÏÄÈÏÄÁ. ïÄÎÁ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ�ÅÌÅÊ ËÎÉÇÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÄ×ÉÎÕÔØÓÑ × ÉÚÕÞÅÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (É ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ) ÓÔÏÌØ ÄÁÌÅËÏ, ÓËÏÌØ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÚ �ÒÉ-×ÌÅÞÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ. üÔÉÍ ÏÎÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ËÎÉÇ �Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.ëÎÉÇÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏ ÚÁÄÁÞ É Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÊ. ðÏÞÔÉ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÎÁÂÖÅÎÙ �ÏÄÒÏÂÎÙÍÉÒÅÛÅÎÉÑÍÉ.â. á. òÏÚÅÎÆÅÌØÄ, í. ð. úÁÍÁÈÏ×ÓËÉÊ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÇÒÕ�� ìÉ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ, �ÁÒÁ-ÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ É �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. 560 Ó.÷ ËÎÉÇÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ�� ìÉ ××ÉÄÅ ÇÒÕ�� Ä×ÉÖÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÊ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É òÉÍÁÎÁ,ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÇÒÕ�� �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ, ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ, ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ É ÍÅÔÁÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈÇÅÏÍÅÔÒÉÊ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. ÷ ËÎÉÇÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅ-ÔÁ�ÉÑ ÇÒÕ�� ìÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÈ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÁÍÉ ÉÚ �ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ�� ìÉ. ë ÔÁËÉÍÇÒÕ��ÁÍ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÇÒÕ��Ù Ä×ÉÖÅÎÉÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ, �ÓÅ×ÄÏÅ×ËÌÉÄÏ×ÙÈ, ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ ÉÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÊ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. îÁÒÑÄÕ Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏ-ÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ÔÉ�Á ìÉ. ÷ ËÎÉÇÅ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÁÖÎÅÊÛÉÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÅÍÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÊ Ë ÆÉÚÉËÅ. ëÎÉÇÁ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÁ ÎÁ ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ×, ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× ÉÓÔÕÄÅÎÔÏ×, Ó�Å�ÉÁÌÉÚÉÒÕÀÝÉÈÓÑ �Ï ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑÍ.â. á. òÏÚÅÎÆÅÌØÄ. á�ÏÌÌÏÎÉÊ ðÅÒÇÓËÉÊ. 176 Ó.�ÒÕÄÙ ÍÎÏÇÉÈ ×ÅÌÉÞÁÊÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÄÒÅ×ÎÏÓÔÉ �ÅÒÅ×ÅÄÅÎÙ ÎÁ ÍÎÏÇÉÅ ÑÚÙËÉ,ÏÂ ÜÔÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ËÎÉÇ É ÓÔÁÔÅÊ. ðÅÒÅ×ÏÄÙ ÖÅ ËÎÉÇá�ÏÌÌÏÎÉÑ ðÅÒÇÓËÏÇÏ | ÓÏÚÄÁÔÅÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ | ÉÚÄÁ×ÁÌÉÓØ ËÒÁÊÎÅÒÅÄËÏ, ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï �ÅÒÅ×ÏÄÏ× ÂÙÌÉ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ �ÅÒÅÓËÁÚÁÍÉ. îÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÂÙÌÉÉÚÄÁÎÙ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÅ 20 ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÔÒÕÄÁ á�ÏÌÌÏÎÉÑ �ëÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ�.îÁÓÔÏÑÝÁÑ ËÎÉÇÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �Ï�ÙÔËÕ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÎÁÕÞÎÏÊ ÂÉÏÇÒÁÆÉÉ á�ÏÌÌÏ-ÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÁÎÁÌÉÚ ÅÇÏ ÔÒÕÄÏ× Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÕËÉ. äÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏËÒÕÇÁ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ.î. î. óÁ×ÅÌØÅ×. ìÅË�ÉÉ �Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔ ëÁÓÓÏÎÁ. ðÅÒ. Ó ÁÎÇÌ. é. á. äÙÎÎÉËÏ×Á. 216 Ó.ëÎÉÇÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ××ÅÄÅÎÉÀ × ÂÕÒÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÀÝÕÀÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÔÏ�Ï-ÌÏÇÉÀ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ïÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ Ó×ÅÄÅÎÉÊ ÉÚÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁÕËÉ. ÷ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ËÎÉÇÉ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÕ òÏÈÌÉÎÁ É ÅÇÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍ, × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÎÉÇÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ëÁÓÓÏÎÁ É ÅÇÏ �ÒÉ-ÌÏÖÅÎÉÑ. ÷ ËÎÉÇÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÍÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÏ×. ëÎÉÇÁ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÉÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ.óÅÍÉÎÁÒ �çÌÏÂÕÓ�. ïÂÝÅÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÅÍÉÎÁÒ. ÷Ù�ÕÓË 1. ðÏÄ ÒÅÄ. í. á. ãÆÁÓÍÁ-ÎÁ É ÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×Á. 264 Ó.ãÅÌØ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �çÌÏÂÕÓ� | �Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÅÄÉÎÓÔ×Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.óÅÍÉÎÁÒ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ×ÓÅÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ, ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× É ÓÔÕÄÅÎÔÏ×.ðÅÒ×ÙÊ ×Ù�ÕÓË ×ËÌÀÞÁÅÔ ÄÏËÌÁÄÙ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÁ, á. á. âÏÌÉÂÒÕÈÁ, ÷. á. ÷ÁÓÉÌØÅ×Á,ó. é. çÅÌØÆÁÎÄÁ, á. ÷. úÅÌÅ×ÉÎÓËÏÇÏ, ÷. ñ. é×ÒÉÑ, à. ó. éÌØÑÛÅÎËÏ, ó. ë. ìÁÎÄÏ,



238 îÏ×ÙÅ ÉÚÄÁÎÉÑà. é. íÁÎÉÎÁ, ê. íÅÎÎÉËÅ, ñ. ç. óÉÎÁÑ, â. ì. æÅÊÇÉÎÁ, á. ñ. èÅÌÅÍÓËÏÇÏ É í. á. ãÆÁÓ-ÍÁÎÁ.à. î. �ÀÒÉÎ É ÄÒ. �ÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ. óÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó áï �íÏÓËÏ×ÓËÉÅÕÞÅÂÎÉËÉ�. 256 Ó.õÞÅÂÎÏÅ �ÏÓÏÂÉÅ �Ï ÏÓÎÏ×ÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÏ ÎÁÕÞÁÝÉÈÓÑ 7{9 ËÌÁÓÓÏ× ÏÂÝÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÞÒÅÖÄÅÎÉÊ. ïÎÏ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ É × ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ �ÏÌÎÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ. ÷ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ × ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÒÅÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÅ É ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É ÉÈ ÒÏÌÉ × ÉÚÕÞÅÎÉÉ Ñ×ÌÅ-ÎÉÊ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÇÏ ÍÉÒÁ. ëÎÉÇÁ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ �ÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÓÆÏÒÍÁÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ É Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ × ÓÔÁÔÉÓÔÉËÅ, ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÙÈÓÏÂÙÔÉÑÈ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÈ É ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ. éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÏ×ÅÄÅÎÏ ÄÏ�ÏÎÑÔÉÊ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎÁÈ É ÚÁËÏÎÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÄÁÎÙ �ÒÉÍÅÒ-ÎÙÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÅ É ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ ÄÌÑ 7, 8 É 9 ËÌÁÓÓÁ, ÎÁ�ÉÓÁÎÙ �ÏÑÓÎÅÎÉÑËÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÍÓÑ ÔÅÒÍÉÎÁÍ. á×ÔÏÒÙ ÓÔÒÅÍÉÌÉÓØ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÍ É ÎÅÚÌÏÕ�ÏÔÒÅÂÌÑÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÏÍ.á. ç. èÏ×ÁÎÓËÉÊ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. 48 Ó.÷ ÜÔÏÊ ÂÒÏÛÀÒÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ Ë ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ �ÏÌÕÇÏÄÏ×ÏÍÕ ËÕÒÓÕ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÞÉÔÁÌÓÑ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏËÕÒÓÎÉËÏ× ×ÅÓÎÏÊ 2003 ÇÏÄÁ × îíõ. ÷ÏÔÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ × ËÕÒÓÅ: ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ × ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÈ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÛÉ; ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, Ó×ÑÚØ ÜÔÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÊ Ó �æëð; ÔÅÏ-ÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ òÉÍÁÎÁ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù;ÒÉÍÁÎÏ×Ù �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ; �ÒÉÎ�É� ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ òÉÍÁÎÁ {û×ÁÒ�ÁÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉËÁÒÁ.ï. ë. ûÅÊÎÍÁÎ. ïÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. 64 Ó.ëÎÉÇÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÏ×ÙÊ ××ÏÄÎÙÊ ËÕÒÓ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞ-ÎÙÈ É ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ��. ðÒÅÄÎÁÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÕÒÓÁ.á. ûÅÎØ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÄÕË�ÉÑ. 36 Ó.÷ ÂÒÏÛÀÒÅ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× 7{11 ËÌÁÓÓÏ×) Ï ÍÅÔÏÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ 29 ÚÁÄÁÞ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ 19 ÓÎÁÂÖÅÎÙ �ÏÄÒÏÂÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ.XXVI �ÕÒÎÉÒ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á (28 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2003 ÇÏÄÁ). 136 Ó.ðÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎÉÊ �ÕÒÎÉÒÁ Ó �ÏÄÒÏÂÎÙÍÉ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍÉ(ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÆÉÚÉËÁ, ÈÉÍÉÑ, ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÑ É ÎÁÕËÉ Ï úÅÍÌÅ, ÂÉÏÌÏÇÉÑ, ÉÓÔÏÒÉÑ, ÌÉÎÇ×É-ÓÔÉËÁ, ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÇÒÙ). á×ÔÏÒÙ �ÏÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÎÅ �ÒÏÓÔÏÓÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ É ÒÅÛÅÎÉÊ, Á ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ÎÁÕÞÎÏ-�Ï�ÕÌÑÒÎÕÀ ÂÒÏÛÀÒÕ ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏËÒÕÇÁ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÉÚÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ, ÄÏÓÔÕ�ÎÏÍ ÄÌÑÛËÏÌØÎÉËÏ× 7-ÇÏ ËÌÁÓÓÁ. äÌÑ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× �ÕÒÎÉÒÁ, ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÕÞÉÔÅÌÅÊ, ÒÏÄÉÔÅÌÅÊ,ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅÊ ÛËÏÌØÎÙÈ ËÒÕÖËÏ×, ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÏ× ÏÌÉÍ�ÉÁÄ.óÅÒÉÑ �âÉÂÌÉÏÔÅËÁ "íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ\�÷Ù�. 29. ó. â. çÁÛËÏ×. óÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ. 52 Ó.òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ×ÓÅÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÔÒÅÂÎÏÓÔØ× ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÒÁÓÞÅÔÁÈ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÌÁÄÛÅËÌÁÓÓÎÉËÁ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÍÙÈ ËÁÒÁÎÄÁ-ÛÏÍ ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ, ËÏÎÞÁÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÍÙÍÉ ÎÁ ÓÕ�ÅÒËÏÍ�ØÀÔÅÒÁÈ. ÷ ËÎÉÖËÅËÒÁÔËÏ ÉÚÌÏÖÅÎÙ É ÚÁÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÉÓÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÉÓÔÏÒÉÑ ÉÈ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ, ËÁË ÓÔÁÒÙÅ, ÔÁË É ÎÏ×ÙÅ,



îÏ×ÙÅ ÉÚÄÁÎÉÑ 239ËÁË ÚÁÂÁ×ÎÙÅ, ÔÁË É ÓÅÒØÅÚÎÙÅ. âÏÌØÛÁÑ ÅÅ ÞÁÓÔØ ÄÏÓÔÕ�ÎÁ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ 7{8 ËÌÁÓÓÏ×, ÎÏÉ Ï�ÙÔÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ × ÎÅÊ ËÏÅ-ÞÔÏ ÎÏ×ÏÅ ÄÌÑ ÓÅÂÑ. �ÅËÓÔ ËÎÉÖËÉ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÌÅË�ÉÊ, �ÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ Á×ÔÏÒÏÍ × ÛËÏÌÅ ÉÍ. á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á �ÒÉ íçõ ÉÎÁ íÁÌÏÍ ÍÅÈÍÁÔÅ íçõ. ëÎÉÖËÁ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÁ ÎÁ ÛÉÒÏËÉÊ ËÒÕÇ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀ-ÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ: ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÕÞÉÔÅÌÅÊ.ðÅÒÅÉÚÄÁÎÉÑ÷. é. áÒÎÏÌØÄ. �öÅÓÔËÉÅ� É �ÍÑÇËÉÅ� ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ. 2-e ÉÚÄÁÎÉÅ, ÓÔÅÒÅÏ-ÔÉ�ÎÏÅ 32 Ó.÷. é. áÒÎÏÌØÄ. îÕÖÎÁ ÌÉ × ÛËÏÌÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ? óÔÅÎÏÇÒÁÍÍÁ �ÌÅÎÁÒÎÏÇÏ ÄÏËÌÁÄÁ(äÕÂÎÁ, 21 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2000 Ç.). 2-e ÉÚÄÁÎÉÅ, ÓÔÅÒÅÏÔÉ�ÎÏÅ 32 Ó.÷. é. áÒÎÏÌØÄ. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ? 2-e ÉÚÄÁÎÉÅ, ÓÔÅÒÅÏÔÉ�ÎÏÅ 104 Ó.÷. é. áÒÎÏÌØÄ, á. î. ÷ÁÒÞÅÎËÏ, ó. í. çÕÓÅÊÎ-úÁÄÅ. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. 2-Å ÉÚÄÁÎÉÅ, ÉÓ�Ò. 672 Ó.î. ñ. ÷ÉÌÅÎËÉÎ. òÁÓÓËÁÚÙ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ. 3-Å ÉÚÄÁÎÉÅ 152 Ó.é. í. çÅÌØÆÁÎÄ, å. ç. çÌÁÇÏÌÅ×Á, ü. ü. ûÎÏÌØ. æÕÎË�ÉÉ É ÇÒÁÆÉËÉ (ÏÓÎÏ×ÎÙÅ �ÒÉÅ-ÍÙ). âÉÂÌÉÏÔÅÞËÁ ïì ÷úíû. 6-Å ÉÚÄ., ÉÓ�Ò. 120 Ó.é. í. çÅÌØÆÁÎÄ, ó. í. ìØ×Ï×ÓËÉÊ, á. ì. �ÏÏÍ. �ÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ. 3-Å ÉÚÄÁÎÉÅ, ÉÓ�Ò. ÉÄÏ�. (óÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó áï �íÏÓËÏ×ÓËÉÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ�) 200 Ó.ò. ë. çÏÒÄÉÎ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ. ðÌÁÎÉÍÅÔÒÉÑ. 7{9 ËÌÁÓÓÙ. 2-e ÉÚÄ., ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÅ. 416 Ó.ò. ë. çÏÒÄÉÎ. üÔÏ ÄÏÌÖÅÎ ÚÎÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÍÁÔÛËÏÌØÎÉË. 3-Å ÉÚÄÁÎÉÅ, ÓÔÅÒÅÏÔÉ�ÎÏÅ.56 Ó.á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. 2-Å ÉÚÄÁÎÉÅ, ÓÔÅÒÅÏÔÉ�ÎÏÅ. 86 Ó.á. ñ. ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ×, á. ë. ëÏ×ÁÌØÄÖÉ. ëÁË ÒÅÛÁÀÔ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. éÚÄÁÎÉÅ3-Å, ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÅ. ðÏÄ ÒÅÄÁË�ÉÅÊ ÷. ï. âÕÇÁÅÎËÏ 96 Ó.å. ç. ëÏÚÌÏ×Á. óËÁÚËÉ É �ÏÄÓËÁÚËÉ (ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÕÖËÁ). éÚÄÁÎÉÅ2-Å, ÉÓ�Ò. É ÄÏ�. 165 Ó.�. ëÏÒÍÅÎ, þ. ìÅÊÚÅÒÓÏÎ, ò. òÉ×ÅÓÔ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ: �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ. éÚÄ.2-Å, ÓÔÅ-ÒÅÏÔÉ�ÎÏÅ. (CÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó �âÉÎÏÍ. ìÁÂÏÒÁÔÏÒÉÑ ÚÎÁÎÉÊ�) 960 Ó.î. í. ëÏÒÏÂÏ×. �ÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÍÅÔÏÄÙ × �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ. 2-Å ÉÚÄÁÎÉÅ,�ÅÒÅÒÁÂ. É ÄÏ�. 288 Ó.ò. ëÕÒÁÎÔ, ç. òÏÂÂÉÎÓ. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ? 3-e ÉÚÄ., ÉÓ�Ò. É ÄÏ�. 568 Ó.ó. ë. ìÁÎÄÏ. ìÅË�ÉÉ Ï �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ. 2-Å ÉÚÄÁÎÉÅ, ÉÓ�Ò. 144 Ó.ó. í. îÁÔÁÎÚÏÎ. ëÒÁÔËÉÊ ËÕÒÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. 2-Å ÉÚÄÁÎÉÅ. 96 Ó.÷. ð. ðÉËÕÌÉÎ, ó. é. ðÏÈÏÖÁÅ×. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ ËÕÒÓ �Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÆÉÚÉËÉ. 2-Å ÉÚÄÁÎÉÅ, ÓÔÅÒÅÏÔÉ�ÎÏÅ. 208 Ó.÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. 3-Å ÉÚÄ., ÉÓ�Ò. É ÄÏ�. 88 Ó.÷. î. óÁÞËÏ×. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. 2-Å ÉÚÄ.,ÉÓ�Ò. É ÄÏ�. 424 Ó.÷. ÷. �ËÁÞÕË. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ | ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÕ. éÚÄÁÎÉÅ ÏÄÉÎÎÁÄ�ÁÔÏÅ, ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÄÏ�ÏÌÎÅÎÎÏÅ. (ÍÑÇËÁÑ ÏÂÌÏÖËÁ) 922 Ó.á. ûÅÎØ. ðÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ: ÔÅÏÒÅÍÙ É ÚÁÄÁÞÉ. 2-Å ÉÚÄ., ÉÓ�Ò. É ÄÏ�. 296 Ó.á. î.ûÉÒÑÅ×. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. ÷ 2-È ËÎ. 3-Å ÉÚÄÁÎÉÅ, �ÅÒÅÒÁÂ. É ÄÏ�. 520+408 Ó.* * * * * *ðÏ ×Ï�ÒÏÓÁÍ �ÒÉÏÂÒÅÔÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ËÎÉÇ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ �Ï ÁÄÒÅÓÕ: 119002, íÏÓË×Á,âÏÌØÛÏÊ ÷ÌÁÓØÅ×ÓËÉÊ �ÅÒÅÕÌÏË, ÄÏÍ 11, ÍÁÇÁÚÉÎ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ËÎÉÇÁ�.�ÅÌ.: (095)-241-7285, ÆÁËÓ: (095)-291-6501, e-mail: biblio�m

me.ru



ï�ÅÞÁÔËÉ, ÚÁÍÅÞÅÎÎÙÅ × �8óÔÒÁÎÉ�Á, óÔÒÏËÁ îÁ�ÅÞÁÔÁÎÏ óÌÅÄÕÅÔ ÞÉÔÁÔØ247, 18 ÓÎÉÚÕ á. ñ. âÅÌÏ× ç. èÁÒÄÉ

òÅÄÁËÔÏÒ ÷. ÷. ñÝÅÎËÏðÏÄÇÏÔÏ×ËÁ ÏÒÉÇÉÎÁÌ-ÍÁËÅÔÁ: LATEX2",
METAPOST, í. î. ÷ÑÌÙÊìÉ�ÅÎÚÉÑ éä �01335 ÏÔ 24.03.2000 Ç.ðÏÄ�ÉÓÁÎÏ × �ÅÞÁÔØ 31.01.2005 Ç. æÏÒÍÁÔ 70 × 100=16.âÕÍÁÇÁ ÏÆÓÅÔÎÁÑ �1. ðÅÞÁÔØ ÏÆÓÅÔÎÁÑ. ðÅÞ. Ì. 15,0. �ÉÒÁÖ 1000.éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ãÅÎÔÒÁÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ119002, íÏÓË×Á, âÏÌØÛÏÊ ÷ÌÁÓØÅ×ÓËÉÊ �ÅÒ., 11

ïÔ�ÅÞÁÔÁÎÏ Ó ÇÏÔÏ×ÙÈ ÄÉÁ�ÏÚÉÔÉ×Ï× × çõð �ïÂÌÉÚÄÁÔ�248640, Ç. ëÁÌÕÇÁ, �Ì. óÔÁÒÙÊ �ÏÒÇ, 5úÁËÁÚ �


